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LIVRE  III. 


DE   LA    FIGURE    DES    CORPS  CELESTES. 

Ii  A  figure  des  corps  célestes  dépend  de  la  loi  de  la  pesanteur  à 
leur  surface ,  et  cette  pesanteur  étant  elle-même  le  résultat  des 
attractions  de  toutes  leurs  parties  ,  elle  dépend  de  leur  figure  ;  la 
loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  des  corps  célestes  ,  et  leur  figure  ont 
donc  entre  elles  ,  une  liaison  réciproque  qui  rend  la  connoissance 
del  'une ,  nécessaire  à  la  détermination  de  l'autre  :  leur  recherche 
est  ainsi  très-épineuse ,  et  semble  exiger  une  analyse  toute  parti- 
culière. Si  les  planètes  étoient  entièrement  solides  ,  elles  pour- 
roient  avoir  des  figures  quelconques  ;  mais  si  ,  comme  la  terre, 
elles  sont  recouvertes  d'un  fluide  ;  toutes  les  parties  de  ce  fluide 
doivent  se  disposer  de  manière  qu'il  soit  en  équilibre,  et  la  figure 
de  sa  surface  extérieure  dépend  de  celle  du  noyau  qu'il  recouvre, 
et  des  forces  qui  l'animent.  Nous  supposerons  généralement  tous 
les  corps  célestes  recouverts  d'un  fluide  ,  et  dans  cette  hypothèse 
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qui  a  lieu  pour  La  terre ,  et  qu'il  paroît  naturel  d'étendre  aux  autres 
corps  du  système  du  monde ,  nous  déterminerons  leur  figure  et 
la  loi  de  la  pesanteur  à  leur  surface.  L'analyse  dont  nous  ferons 
usage,  est  une  application  singulière  du  calcul  aux  dilférences 
partielles  ,  qui  par  de  simples  différentiations  ,  va  nous  conduire 
à  des  résultats  très-étendus  que  l'on  ne  peut  obtenir  que  difficile- 
ment par  la  voie  des  intégrations. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  terminés  par  des 
surfaces  du  second  ordre. 

1 .  Nous  allons  d'abord  déterminer  l'attraction  des  corps  d'une 
figure  donnée.  Nous  avons  déjà  déterminé  dans  le  second  Livre , 
n°.  1 1  ,  cette  attraction  relativement  à  la  sphère  ,  et  à  une  couche 
sphérique  :  considérons  maintenant ,  l'attraction  des  sphéroïdes 
terminés  par  des  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  x,  y,  z  ,  les  trois  coordonnées  rectangles  d'une  molécule, 
du  sphéroïde  ;  en  désignant  par  dM,  cette  molécule ,  et  prenant 
pour  unité ,  la  densité  du  sphéroïde  que  nous  supposerons  homo- 
gène ,  on  aura 

dlVI—  dx.  cly.  dz. 
Soient  a,  b,  c,  les  coordonnées  rectangles  du  point  attiré  par  le 
sphéroïde,  et  désignons  par  ,  B ,  C,  les  attractions  du  sphé- 
roïde, sur  ce  point,  décomposées  parallèlement  aux  axes  des  x, 
des  y  et  des  z ,  et  dirigées  vers  l'origine  des  coordonnées.  Il  est 
aisé  de  voir  par  le  n°.  n  du  second  Livre,  que  l'on  a, 


(a-x).dx.dy.dz 


B  =///- 
C  =///■ 


{(a- 

-x)*  +  (b-y)*  +  (c- 

(b — y).dx.dy.dz 

{(ct- 

-x)*+(b-y)*+(c- 

zry 

(c—z).  dx  .dy  .dz 

iC  a- 

-x)*+(b-y)*+(c- 

toutes  ces  triples  intégrales  devant  être  étendues  à  la  masse  entière 
du  sphéroïde.  Les  intégrations  offrent  sous  cette  forme,  de  grandes 
difficultés  que  l'on  peut  souvent  applanir  ,  en  transformant  d'une 
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manière  convenable ,  les  différentielles  :  voici  le  principe  général 
de  ces  transformations. 

Considérons  la  fonction  différentielle  P .dx.dy.dz,  P  étant  mie 
fonction  quelconque  de  x ,  y ,  z.  Nous  pouvons  supposer  x  fonc- 
tion des  variables  y  et  z  ,  et  d'une  nouvelle  variable  p  :  soit 
<p  (y ,  z,  p) ,  cette  fonction  ;  dans  ce  cas ,  on  aura ,  en  regardant  y 
et  z  comme  constans  ,  dx=C.  dp,  C-  étant  fonction  de  y,  z 
dp.  La  différentielle  précédente  deviendra  ainsi  ,  C.P .dp.dy.dz ; 
et  pour  l'intégrer ,  il  faudra  substituer  dans  P,  au  lieu  de  CC  p  Sel 
valeur  <p(y,  z,  p). 

Nous  pouvons  supposer  pareillement,  dans  cette  nouvelle  diffé- 
rentielle,  y  =  <p'(z,  p ,  q)  ,  q  étant  une  nouvelle  variable,  et 
<p'(z,p,  q)  étant  une  fonction  quelconque  des  trois  variables  z,  p 
et  q.  On  aura,  en  regardant  z  et  p  comme  constans,  dy=C'  .dq  , 
C  étant  fonction  de  z,p,  q;  la  différentielle  précédente  prendra 
ainsi  cette  nouvelle  forme  ,  ce' .P .dp.dq .dz ,  et  pour  l'intégrer, 
il  faudra  substituer  dans  CP ,  au  lieu  dey ,  sa  valeur  <p'(z,p,  q). 

Enfin,  on  peut  supposer  z  égal  à  <p"(p,  q,  r,)  ,  f  étant  une  nou- 
velle variable,  et  q,  r)  étant  une  fonction  quelconque  de 
p ,  q ,  r.  On  aura ,  en  regardant  p  et  q  cumme  constans ,  dz  —  C"  .dr, 
G"  étant  fonction  de  p,  q,  r;  la  différentielle  précédente  deviendra 
ainsi ,  C.e' .G" .P.dp.dq.dr,  et  pour  l'intégrer,  il  faudra  substituer 
dans  €.  C' .P,  au  lieu  de  z,  sa  valeur  p" .  (p,  q,  r).  La  fonction  diffé- 
rentielle proposée  est  par-là ,  transformée  dans  une  autre  relative 
à  trois  nouvelles  variables  p,  q ,  r,  qui  sont  liées  aux  précédentes, 
par  les  équations 

x  =  <p(y,z,p)  ;       y  —  p'(z,p,q)j        Z  ssâ  <f"(p,  q,  r). 
Il  ne  s'agit  plus  que  de  tirer  de  ces  équations  ,  les  valeurs  de  C,  ë". 

Pour  cela ,  nous  observerons  qu'elles  donnent  x,  y,  z ,  en  fonc- 
tions des  variables  p ,  q  et  r;  considérons  donc  les  trois  premières 
variables,  comme  fonctions  des  trois  dernières.  C"  étant  le  coeffi- 
cient de  d  r  dans  la  différentielle  de  * ,  prise  en  regardant  p  et  q 
comme  constans ,  on  a 

C'  est  le  coefficient  de  dq ,  dans  la  différentielle  de  y,  prise  en 
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regardant  p  et  z  comme  constans  ;  on  aura  donc  en  différent 
tianty,  dans  la  supposition  de  p  constant,  et  en  éliminant  dr,  au 
moyen  de  la  différentielle  de  z ,  prise  en  supposant  p  constant,  et 
égalée  à  zéro;  on  aura  ainsi,  les  deux  équations, 


ce  qui  donne 


partant 

\dqj\drj  \dr)'\dqj 


( 


d~r) 


Enfin,  £est  le  coefficient  de  dp  ,  clans  la  différentielle  de  x,  prise 
en  regardant  j/-  et  z ,  comme  constans  3  ce  qui  donne  les  trois 
équations  suivantes  : 

°=(l)-^+(l)-^+(^)-Jr; 


Si  l'on  fait 


/5£\  /Jy\  /&\  _  /^A  /dy\  /dz\ 
\dpj\dqj\drj  \dpj\drj\dq) 

f±\  {±\     ■  f^.\  f±\  fdz\ 
+  \dqJ\dr)'\dP)  \dqj\dpj\dr) 
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on  aura 

jfeZ   edP   

(77)  "(77)  ~  (rf7")-(^) 

ce  qu  i  donne 

partant,  6.e'.6°=t,  et  la  différentielle  P.dx.dy.dz  est  trans- 
formée dans  celle-ci,  '..P.  dp.dq.dr;  P  étantici  ce  que  devientP, 
lorsque  l'on  y  substitue  pour  x,  y,  z,  leurs  valeurs  en  p,  q ,  r. 
Tout  se  réduit  donc  à  choisir  les  variables  p  ,  q,r,  en  sorte  que 
les  intégrations  deviennent  possibles. 

Transformons  les  coordonnées  x,  y,  z,  dans  le  rayon  mené 
du  point  attiré  ,  à  la  molécule,  et  dans  les  angles  que  ce  rayon 
forme  avec  des  droites  ou  avec  des  plans  donnés.  Soit  r ,  ce  rayon  ; 
P  ,  l'angle  qu'il  forme  avec  une  droite  menée  par  le  point  attiré, 
parallèlement  à  l'axe  des  x  ;  soit  q,  l'angle  que  forme  la  projection 
de  ce  rayon  sur  le  plan  des  r  et  des  z.  7  avec  1'  axe  des  y  j,  on  aura 

.r  =  <2— r.cos.p;  y  =  b  —  r.sin./j.cos.  q;  z  =  c—  r. sin.p .  sin.  q  ; 

on  trouvera ,  cela  posé ,  $m.p ;  la  différentielle  dx.dy.dz 

sera  ainsi  transformée  dans  —  r\sin. p. dp.dq.dr  :  c'est  l'expres- 
sion de  la  molécule  d M,  et  comme  cette  expression  doit  être 
positive,  il  faut,  en  considérant  ain.p ,  dp,  dq,dr,  comme  po- 
sitifs ,  changer  son  signe,  ce  qui  revient  à  changer  celui  de  e,  et  à 
supposer  t~r\  sinp. Les  expressions  de      B,  Cdeviendront  ainsi 

=fff  d  r.  dp.  dq.sin.p.cosp  ; 
B  =  fffdr.dp.dq. sin.s p.  cos.  q  ; 
C  —fff  dr.dp.dq.siu.a  p.s'm,q. 

Il  est  facile  de  parvenir  d'ailleurs  à  ces  expressions  ,  en  obser- 
vant que  la  molécule  d  M  peut  être  supposée  égale  à  un  parallélé- 
pipède rectangle  dont  les  trois  dimensions  sont  dr ,  rdp  ,  et 
r.dq.sm.p  ,  et  en  observant  ensuite  que  l'attraction  de  la  mole- 
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cule,  parallèlement  aux  trois  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  est 

dM  dM    .  dM 

—  .cos.p  ;  —  .sm.p.cos.q,  et  —.sin.j5.sin.gr. 

Les  triples  intégrales  des  expressions  de  B,  C,  doivent 
s'étendre  à  la  masse  entière  du  sphéroïde  :  les  intégrations  relatives 
à  r ,  sont  faciles  •  mais  elles  sont  différentes ,  suivant  que  le  point 
attiré  est  dans  l'intérieur  ,  ou  au-dehors  du  sphéroïde  ;  dans  le 
premier  cas  ,  la  droite  qui  passant  par  le  point  attiré  ,  traverse  le 
sphéroïde,  est  divisée  en  deux  parties,  par  ce  point;  et  si  l'on 
nomme  r  et  r  ces  parties ,  on  aura 

■d  — 'ff(r+r'). dp.  dq.sm.p.  cos.p  ; 
B  ~ff(r+r). dp.dq. sin.'y.cos.q  , 
C  ~ff(r  +  r)  .dp.dq.  s\n.*p .  sin.  q  ; 
les  intégrales  relatives  à p  et  à  q,  devant  être  prises  depuis p  et  q 
égaux  à  zéro  ,  jusqu'à  p  et  q  égaux  à  deux  angles  droits. 

Dans  le  second  cas ,  si  l'on  nomme  r,  le  rayon  à  son  entrée  dans 
le  sphéroïde  ,  et  r  ce  même  rayon ,  à  sa  sortie  ,  on  aura 

~d  —ff(r' —  r)' dp.dq. sin.  p.  cos.p  ; 
B  =//(>'' — r). dp. dq.s'm.^p. cos. q  • 
C  ~ff(r  —  r).  dp.dq.  ain.*p .  sin.  q  ; 
les  limites  des  intégrales  relatives  kpetkq,  devant  être  fixées  aux 
points  où  l'on  a  /_  r  =  o  ,  c'est-à-dire ,  où  le  rayon  r  est  tangent 
à  la  surface  du  sphéroïde, 

2.  Appliquons  ces  résultats  ,  aux  sphéroïdes  terminés  par  des 
surfaces  du  second  ordre.  L'équation  générale  de  ces  surfaces  , 
rapportée  à  trois  coordonnées  orthogonales  x,y,  z,  est 

o==^H-  B.x  +  C.y  +  E.z-{-  F.xa  +  H.xj+L.y+M.xz  +  N.yz  +  Oz\ 

Le  changement  de  l'origine  des  coordonnées  introduit  trois  arbi- 
traires ;  puisque  la  position  de  cette  nouvelle  origine  par  rapport 
à  la  première  ,  dépend  de  trois  coordonnées  arbitraires.  Le  chan- 
gement de  la  position  des  coordonnées  autour  de  leur  origine, 
introduit  trois  angles  arbitraires;  en  faisant  donc  changer  à-la-fois , 
dans  l'équation  précédente  ,  les  coordonnées  d'origine  et  de  posi- 
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tion  ,  on  aura  une  nouvelle  équation  du  second  degré ,  dont  les 
coefficiens  seront  fonctions  des  précédens ,  et  de  six  arbitraires. 
Si  l'on  égale  ensuite  à  zéro ,  les  premières  puissances  des  coor- 
données ,  et  de  leurs  produits  deux  à  deux  ;  on  déterminera  ces 
arbitraires,  et  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
prendra  cette  forme  très-simple , 

4-  my*  +  n  z'  =  &*  ; 

c'est  sous  cette  forme  que  nous  allons  la  considérer. 

Nous  n'aurons  égard ,  dans  ces  recherches ,  qu'aux  solides  ter- 
minés par  des  surfaces  finies  ,  ce  qui  suppose  fn  et  n  positifs.  Dans 
ce  cas ,  le  solide  est  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  ce 
que  deviennent  les  variables  x,y ,  z  ,  lorsque  Ton  suppose  deux 

.    .    r     k  k 

d'entre  elles ,  ésales  à  zéro  ;  on  aura  ainsi ,  k,        ,  -—  ,  pour  ces 
'  y  m    y  n 

trois  demi-axes  rspectivement  parallèles  aux  x,  aux  y  et  aux  z.  La 

solidité  de  l'ellipsoïde  sera  - — —=  ,  en  désignant  toujours  par  tt? 

3-  y  m  n 

le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon. 

Maintenant ,  si  dans  l'équation  précédente,  on  substitue  au  lieu 
àex,  y,  z,  leurs  valeurs  e!Hjp,  g,  r,  données  dans  le  n°.  précé- 
dent ;  on  aura 

r\  {cos.*p  +  m.sm.'p.cos.°q  +  ?i.s'm.ap.s'm.'lq} 
— zr.  {a. ços.p+mb . ér..p .  cos.q +nc ,  s'm.p .  sin-g- }  =  If-cf-  mb1- ne'} 

en  sorte  que  si  l'on  suppose 

1  —  a.cos.p  +  mb  .sm.p  .cos.  q -Y  ne  .sin.p  .sïn.q  ; 
L  =  cos.°p  -r  m.  sm.'p .  cos.a  q  -t-  n .  sin.'p .  sin.3  q  $ 
R=.T\  {  h* —  a* —  mb* —  nc*}.L  ; 

on  aura 

I+y^R 

d'où  l'on  tire  en  prenant  le  radical  en  plus ,  et  r,  en  le  prenant 
en  moins  ;  on  aura  donc 

r+r=—  /  r—r^—j—i 

ce 
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ce  qui  donne  relativement  aux  points  intérieurs  du  sphéroïde  , 

->dp  ■  dq.  1 . sin.p  ■  cos.p 


j^j->dp  ,dq.l.&m.zp  .cos  q 


L 

dp  .  dq .  I .  sin.°  p  .  sin.  q 


et  relativement  aux  points  extérieurs, 

p pdp  .dq.im.p  .cos.p  .{/~R 

= 2  -y  y  1  > 

P  pdp .  dq .  sin.2p .  cos.g  -i/ B 

B  =*'Jj  L  S 

ç    j*j*dp .dq.im^p  .&m.q.\/rB. 

ees  trois  dernières  intégrales  devant  être  prises  entre  les  deux- 
limites  qui  correspondent  à  i?  =  o. 

3.  Les  expressions  relatives  aux  points  intérieurs  ,  étant  les 
plus  simples  ;  nous  commencerons  par  les  considérer.  Nous  obser- 
verons d'abord  que  Je  demi-axe  Je  du  sphéroïde  n'entre  point  dans 
les  valeurs  de  I  et  de  L;  les  valeurs  de  ^4 ,  B,  C,  en  sont,  par 
conséquent ,  indépendantes  ;  d'où  il  suit  que  l'on  peut  augmenter 
à  volonté ,  les  couches  du  sphéroïde  ,  supérieures  au  point  attiré  , 
sans  changer  Fattraction  du  sphéroïde  sur  ce  point ,  pourvu  que 
les  valeurs  de  m  et  de  ?i,  soient  constantes.  De-là  résulte  le  théo- 
rème suivant  : 

Un  point  placé  au-dedans  d'une  couche  elliptique  dont  les  sur- 
faces intérieure  et  extérieure  sont  semblables  et  semblablement 
situées ,  est  également  attiré  de  toutes  parts. 

Ce  théorème  est  une  extension  de  celui  que  nous  avons  démon- 
tré dans  le  second  Livre,  n°.  12  ,  relativement  à  une  couche  sphé- 
rique. 

Reprenons  la  valeur  de  ^4.  Si  l'on  y  substitue  au  lieu  de  Jet  de  L, 
leurs  valeurs  ;  elle  devient , 

^  ^    s>  s*dp  .dq  .sm.p .  cos.p.  [a.  cos.p-fm.ô .  sin.p  .cos.qf-J-n .  c.sin.p  .  sin. 9} 

J  •*  cos.2p  -f  m .  sin.2p .  cos.2  q  -\-  n  ■  sin.2  p  ■  sin.2  q 

Mécan.  cbl.  Tome  II,  B 
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Les  intégrales  relatives  à  p  et  à  q,  devant  être  prises  depuis  p 

et  q  égaux  à  zéro  ,  jusqu'à  p  et  q  égaux  à  deux  angles  droits  ;  il 

est  clair  que  l'on  a  généralement  fPdp.cos.p  =  o,  P  étant  une 

fonction  rationnelle  de  sin.p  et  de  cos.2p  ;  parce  que  la  valeur  de  p 

étant  prise  à  égale  distance  au-dessus  et  au-dessous  de  l'angle  droit, 

les  valeurs  correspondantes  de  P.cos.p  sont  égales,  et  de  signe 

contraire  ;  on  aura  ainsi 

P ^  dp .  dq.  sin.p  .  cos.°p 

^4  =  2  a.  I  I  ;  ;  ;  . 

J  J  cos.'p  -f-  m.sm.'p .  cos/q  +  n.  sm.sp  .  sin.2  q 

Si  l'on  intègre  par  rapport  à  q ,  depuis  q  =  o ,  jusqu'à  q  égal  à  deux 
angles  droits ,  on  trouvera 

'A  air      —  dp .  sin.p .  cos.3  p 

= { * }  •  H^"-? }  ' 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  cos.p=  i,  jusqu'à  cos.p  =  —  1. 
Soit  cos.p  =  x,  et  nommons  M.,  la  masse  entière  du  sphéroïde  ; 

on  aura  par  le  n  .  î ,  M  —  —  ,  et  par  conséquent  — zrz  =  —  / 

\f  mn  V mn  fc 

on  aura  donc 

3aM     -  x*dx 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x~o  ,  jusqu'à  x—  î. 

En  intégrant  de  la  même  manière ,  les  expressions  de  B  et  de  C, 
on  les  réduiroit  àde  simples  intégrales  ;  mais  il  est  plus  facile  de  tirer 
ces  intégrales,  de  l'expression  précédente  àe^4-  Pour  cela,  onobser- 
vera  que  cette  expression  peut  être  considérée  comme  une  fonc- 

lion  de  a  ,  et  des  quarrés  k%  —  ,  et  —,  des  demi-axes  du  sphéroïde, 


m  n 


parallèles  aux  coordonnées  a,b,  c,dupoint  attiré  ;  ennommant  donc 
k'\  le  quarré  de  demi-axe  parallèle  à  £,  et  par  conséquent,  k'^.m  , 
k'2, .  m 

et  ,  les  quarrés  des  deux  autres  demi-axes  ;  B  sera  pareille 


fonction  de  b,       h"1. m,  et  k'*.  —  ;  il  faut  ainsi,  pour  avoir  B. 
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changer  dans  l'expression  de  A ,  a  en  b,  k  en  k',  ou        m  dans-, 

et  ra  dans  —  ;  ce  qui  donne 

tn.  ;  * 

- 

36j¥      /  ra'.rfj; 


Soit 


on  aura 


i5  = 


1  yO 

7hf 


1  intégrale  relative  à  £,  devant  être  prise,  comme  l'intégrale  relative 
a  x  ,  depuis  f==o,  jusqu'à  t=  î  ;  parce  que  x  —o ,  donne  t  =  o, 
et  x  ~  i  ,  donne  £  =  i . 

Il  suit  de-là ,  que  si  l'on  suppose 

„_  P  x^dx 


m 

on  aura 


3  b  M 


/d.KF\ 


Si  l'on  change  dans  cette  expression,  b  en  c ,  x  en  k'  et  réciproque- 
ment ;  on  aura  la  valeur  de  C.  Les  attractions  A,  B ,  C ,  du  sphé- 
roïde, parallèlement  à  ses  trois  axes,  sont  ainsi  données  par  les 
formules  suivantes, 

3aM  p        n    ZbM  (d.\F\        „     ZcM  fd.K'F\ 


A: 


k3 


On  peut  observer  que  ces  expressions  ayant  lieu  pour  tous  les 
points  intérieurs  ,  et  par  conséquent ,  pour  les  points  infiniment 
voisins  de  la  surface  ;  elles  ont  lieu  pour  les  points  mêmes  de  la 
surface. 

La  détermination  des  attractions  du 'sphéroïde,  ne  dépend  ainsi 
que  de  la  valeur  de  F  ;  mais  quoique  cette  valeur  ne  soit  qu'une 

B  2 
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intégrale  définie  ,  elle  a  cependant  toute  la  difficulté  des  intégrale» 
indéfinies ,  lorsque  a  et  a'  sont  indéterminées  ;  car  si  l'on  repré- 
sente cette  intégrale  définie,  prise  depuis  x  —  o,  jusqu'à  x  =  i7 
par  <?  (h',  h'*)  ■  il  est  aisé  de  voir  que  l'intégrale  indéfinie  sera 
x's.  ?  ( hx',  ;  en  sorte  que  la  première  étant  donnée,  la  seconde 

l'est  pareillement.  L'intégrale  indéfinie  n'est  possible  en  elle-même,, 
que  lorsque  l'une  des  quantités  a  et  a'  est  nulle  ,  ou  lorsqu'elles 
sont  égales  :  dans  ces  deux  cas ,  le  sphéroïde  est  un  ellipsoïde  de 
révolution ,  et  k  sera  son  demi-axe  de  révolution ,  si  a  et  a'  sont 
égaux.  On  a  dans  ce  dernier  cas  r 

x'-dx 


F- 


-  C  7  ~«~.  =-T'  {K — ang.tang.  a}. 


Pour  en  conclure  les  différences  partielles  (^~^  e*  f~^y>  qui 
entrent  dans  les  expressions  de  B  et  de  C ;  on  observera  que 

A     \  dh  )      h'  '  \  dh'  )  '  \  k  +  à'  j  3 


or  on  a ,  lorsque  a  est  égal  à  a', 


\~dTJ  ~~  \  dh'  J  * 


d\ 
A 


dh.' 


partant 


£?A: 


:  | .  A  d F+  F.  d A  =  — .  d.  h*F, 

2\ 


En  substituant  au  lieu  de  F,  sa  valeur  ;  on  aura 

/d.hF\         i      f                           a  1 
I  — : —  r  —  — r«  \  ang.tang.  a  —  >  ,• 

\  d     J  2A3      t  1  +  A*J  ' 

on  aura  donc  relativement  aux  ellipsoïdes  de  révolution  ,  dont  k 
est  le  demi  axe  de  révolution  , 

.      3a. M 

Zb.M  f  a  "J 

3c.  M  f  Al 
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4.  Considérons  présentement ,  l'attraction  des  sphéroïdes  ,  sur 
tm  point  extérieur.  Cette  recherche  présente  de  plus  grandes  diffi- 
cultés que  la  précédente,  à  cause  du  radical  \/ JR  qui  entre  dans  les 
expressions  différentielles,-  et  qui  rend  soits  cette  forme,  les  inté- 
grations impossibles.  On  peut  les  rendre  possibles  ,  par  une  trans- 
formation convenable  des  variables  dont  elles  sont  fonctions  ;  mais 
au  lieu  de  ce  moyen  ,.  j'ai  fait  usage  de  la  méthode  suivante,  uni- 
quement fondée  sur  la  différentiation  des  fonctions. 

Si  l'on  désigne  par  V,  la  somme  de  toutes  les  molécules  du  sphé- 
roïde, divisées  par  leurs  distances  respectives  au  point  attiré,  et 
que  l'on  nomme  x,y,  z,  les  coordonnées  de  la  molécule  cl  M  du 
sphéroïde,  et  a,  b,  c,  celles  du  point  attiré 3  on  aura 

pr^  r  dM  . 

J  \Z(a  —  xy-\-(b—y)>+(c-z)*' 
En  désignant  ensuite,  comme  précédemment,  par^,.Z?,C,  les 
attractions  du  sphéroïde  ,  parallèlement  aux  axes  des  x,  des  y  et 
des  z ,  et  dirigées  vers  leur  origine  ;  on  aura 

^_   p_  (a-x).clM  AJ/A 

J  {(a  —  x)>+(b-y)>+(c  —  z)*y  \AaJ' 
On  aura  pareillement, 

d'où  il  suit  que  si  l'on  connoît  V,  il  sera  facile  d'en  conclure  par  la 
seule  différentiation  ,  l'attraction  du  sphéroïde  parallèlement  k 
mie  droite  quelconque,  en  considérant  cette  droite  ,  comme  une 
des  coordonnées  rectangles  du  point  attiré  ;  remarque  que  nous 
avons  déjà  faite  dans  le  second  Livre  ,  n°.  11. 

La  valeur  précédente  de       réduite  en  série,  devient 

£       ,    {aax-\-  aby  +  ncz — x1 — y* — s1} 

J  V  a'+b'+c*    j  {aax-i-2by  +  2cz  —  x*—yz—z'}a 

'  (a*  +  b*+c*f  l"&C'_] 

Cette  série  est  ascendante  relativement  aux  dimensions  du  sphé- 
roïde, et  descendante  relativement  aux  coordonnées dupoint  attiré. 
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Si  l'on  n'a  égard  qu'à  son  premier  terme ,  ce  qui  suffit,  lorsque  le 
point  attiré  est  à  une  très-grande  distance  ;  on  aura 

M  étant  la  masse  entière  du  sphéroïde.  Cette  expression  sera  plus 
exacte  encore  ,  si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  centre  do 
gravité  du  sphéroïde  ;  car  on  a  par  la  propriété  de  ce  centre , 

fx.dM.-o  ;      fy.dM=o  ;  fz.dM=o-y 
en  sorte  que  si  l'on  considère  comme  une  très-petite  quantité  du 
premier  ordre ,  le  rapport  des  dimensions  du  sphéroïde  ,  à  sa 
distance  au  point  attiré  ;  l'équation 


sera  exacte  aux  quantités  près  du  troisième  ordre.  Nous  allons  pré- 
sentement chercher  une  expression  rigoureuse  de  relativement 
aux  sphéroïdes  elliptiques. 

5.  Si  l'on  adopte  les  dénominations  du  n°.  1 ,  on  aura 

pr_  y~l£  ^ J 'ffrtfr *  dp.  dq.sm.p  =  i-ff(r*  —  ?•")  .dp.dq.sm.  p. 

En  substituant  au  lieu  de  r  et  de  /,  leurs  valeurs  trouvées  dans 
le  n°.  1 ,  on  aura 

__        r  rdp.dq.sm.p.î.\/ R 

^=yf  ^  ' 

Reprenons  les  valeurs  de  ^4,  B ,  C,  relatives  aux  points  exté- 
rieurs, et  données  dans  le  n°.  -2 , 

.  ~    '  dp.dq.sin.p.cos.p.y^R 

*=*'ff  L  * 

s*  pdp.  dq  .&m.*p  .cos.q .\/~R 
JB  =  '2jJ   %  f 

p  p  dp.  dq.sinS  p.  sin.  q.\/rR 
C  =  *-JJ  l 

Puisqu'aux  limites  des  intégrales,  on  a  i/i?=o,  il  est  facile  de 
voir  qu'en  prenant  les  premières  différences  de       ^4 B,  C,  par 
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rapport  à  l'une  quelconque  des  six  quantités  a,b,c,k,metn, 
on  peut  se  dispenser  d'avoir  égard  aux  variations  des  limites ,  en 
sorte  que  l'on  a,  par  exemple , 

(dV\  %d  L^ 


...            _  r>dp.sm.p.I,\/~lZ 
car  1  intégrale  J  ~ïJ  est  '  vers  ces  imites  ,  à  très-peu 

près  proportionnelle  à  R\  ce  qui  rend  nulle,  sa  différentielle  à  ces 
limites.  Cela  posé  ,  il  est  aisé  de  s'assurer  par  la  différentiation , 
que  si  pour  abréger ,  on  fait 

a.^  +  b.B+c.C  =  F) 

on  aura  entre  les  quatre  quantités  B,  C,  F  et  ^  l'équation  sui- 
vante à  différences  partielles , 

o={2!±^}-M(ï)_(S)j+iv^ 

On  peut  éliminer  de  cette  équation,  les  quantités  B,  Cet  F  au 

t**?    -(£)•  -  (£>M£)-*-ér) 

~  °'  (je)  '  °n  aUra  ainsi  une  é<luation  aux  différences  partielles 
en  V  seul.  Soit  donc 

3.  j/ mn 

M  étant  par  le  n°.  1 ,  la  masse  du  sphéroïde  elliptique  ■  et  au  lieu 
des  variables  metn,  introduisons  celles-ci ,  8  et  »,  qui  soient  telles 
que  l'on  ait 
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9  sera  la  différence  du  quarré  de  Paxe  du  sphéroïde,  parallèle  auxj/, 
au  quarré  de  l'axe  parallèle  aux  x  ;  n  sera  la  différence  du  quarré 
de  l'axe  des  z,  au  quarré  de  l'axe  des  x  ;  en  sorte  que  si  l'on  prend 
pour  l'axe  des  x ,  le  plus  petit  des  trois  axes  du  sphéroïde  ;  y^Tet  [/^r 
seront  ses  deux  excentricités.  On  aura  ainsi, 

(dV\  —  —M  [  —  (— \  H  —  ]  • 

\d,i)  {n*  VW  211) 

V  étant  considéré  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations , 
comme  fonction  de  a  ,  b,  c ,  h ,  m  et  n  ;  et  v  étant  considéré  dans 
leurs  seconds  membres,  comme  fonction  de  a,  b,  c,  S,  <s  et  h 
Si  l'oii  fait , 

i  7  fdF\  fdF\ 

on  aura  F=  —  M Q  ,  et  l'on  aura  les  valeurs  de  k.l  —  1 ,  (  —  1 , 
en  changeant  dans  les  valeurs  précédentes  de  k.^-^gj, 
(-— \  et  [-—  ] ,  v  dans  — Q.  De  plus,  V et  i7" sont  des  fonctions 

7ïi  J        \dn  / 

homogènes  en  a ,  è ,  c ,  k  ,  \fl  et  i/w  ,  de  la  seconde  dimension  ; 
car  V  étant  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde  ,  divisées  par- 
leurs distances  au  point  attiré  ,  et  chaque  molécule  étant  de  trois 
dimensions  ;  V  est  nécessairement  de  deux  dimensions ,  ainsi  que  F 
qui  a  le  même  nombre  de  dimensions  que  V;  v  et  Q  sont  donc  des 
fonctions  homogènes  des  mêmes  quantités  ,  de  la  dimension — ij 
ainsi  l'on  aura  par  la  nature  des  fonctions  homogènes , 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme , 


on 
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On  aura  pareillement , 


cela  posé  ;  si  clans  l'équation  (i) ,  on  substitue  au  lieu  de  f^et  de  F, 
et  de  leurs  différences  partielles  ,  leurs  valeurs  précédentes  ;  si  de 

plus,  on  y  substitue  au  lieu  de  m,  et  ^J—  au  lieu  de  nr 

on  aura 

6.  Concevons  la  fonction  v  réduite  dans  une  série  ascendante 
par  rapport  aux  dimensions  &,  j/Tet  \/~^ ,  du  sphéroïde  ,  et  par 
conséquent ,  descendante  relativement  aux  quantités  ayb,c:  cette 
suite  sera  de  la  forme  suivante , 

p=  W°)  +  U^+U^+U^+  &c.  ; 

U<-'\  U<-*\  &c,  étant  des  fonctions  homogènes  de  a,  b,  c,  l;  \/t 
ety^,  et  séparément  homogènes  relativement  aux  trois  pre- 
mières ,  et  aux  trois  dernières  de  ces  six  quantités  ;  les  dimen- 
sions relatives  aux  trois  premières,  allant  toujours  en  diminuant, 
et  les  dimensions  relatives  aux  trois  dernières,  croissant  sans  cesse. 
Ces  fonctions  étant  de  la  même  dimension  que  v ,  elles  sont  toutes 
de  la  dimension  —  1. 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (2),  au  lieu  de  p,  sa  valeur 
précédente  en  série  ;  si  l'on  nomme  s ,  la  dimension  de  t7«  en 
k,  /Têt  j/^,  et  par  conséquent  —  5—1 ,  sa  dimension  ena,b,c; 
si  l'on  nomme  pareillement  s',  la  dimension  de  Wi+>)  en  l-,  \fï 
et  et  par  conséquent,  —s'—i ,  sa  dimension  en  a,  b,  c;  si 

l'on  considère  ensuite  que  par  la  nature  des  fonctions  homogènes, 
on  a 

Mécan.  cél.  Tome  II,  C 
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d,m')\       /dU<o\       /4W»\        ,       -  rrfi, 


/dU^+'A        /dW+'A  /rfZ7C'-i-'A 

on  aura,  en  rejetant  les  termes  d'une  dimension  supérieure  en 
i,  j/T  et  v/^"  5  &  celle  des  termes  que  l'on  conserve, 

i/(i+o==/_('s+1;.^.^i^^  —  (î±l_;.^  +  ^;.Z7«  >;  (5) 

Cette  équation  donne  la  valeur  de  Z7(l+1),  au  moyen  de  Z7W  et  de 
ses  différences  partielles  ;  or  on  a 

U&  =  ï  r; 

puisqu'en  n'ayant  égard  qu'au  premier  terme  de  la  série,  nous 
avons  trouvé  dans  le  n°.  4 , 

en  substituant  donc  cette  valeur  de  Z7(0>  dans  la  formule  précé- 
dente ,  on  aura  celle  de  ;  au  moyen  de  celle  de  on  aura 
celle  de  £7(s>,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  est  remarquable  qu'aucune  de 
ces  quantités  ne  renferme  h  ;  car  il  est  clair  par  la  formule  (5), 
que  Z7C°>  ne  renfermant  point  £,  Z7('>  ne  le  renfermera  pas;  que 
Z7(')  ne  le  renfermant  point,  Z7W  ne  le  renfermera  pas,  et  ainsi 
du  reste;  en  sorte  que  la  série  entière  £7(°)  + £7(1)  +  &c. , 

/  dv\ 

est  indépendante  de  k,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  I  ^  1  =o. 

Les  valeurs  de  v ,  —  (J^  ^ ,  —  ^ ,  —  ^  £  ^ ,  sont  donc  les  mêmes 
pour  tous  les  sphéroïdes  elliptiques  semblablement  situés  ,  et  qui 
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ont  les  mêmes  excentricités  t/Tet  \fm or  — M.(—\—M.(~\ 

/di>\  ^da' 
— ^'  \dçj  exPriment  Par  Ie  n°-  4',  les  attractions  du  sphéroïde 

parallèlement  à  ses  trois  axes  ;  donc  les  attractions  de  différens 
sphéroïdes  elliptiques  qui  ont  le  même  centre ,  la  même  position 
des  axes  ,  et  les  mêmes  excentricités  ,  sur  un  point  extérieur ,  sont 
entre  elles  comme  leurs  masses. 

Il  est  aisé  de  voir  par  la  formule  (  3  ) ,  que  les  dimensions  de 
U~(°\  UW,  &c. ,  en  \fi  et  \fà ,  croissent  de  deux  en  deux 
unités,  en  sorte  que  s  —  21,  s' =  21+ 2;  on  a  d'ailleurs  ,  par  la 
nature  des  fonctions  homogènes , 

cette  formule  deviendra  donc 

(—(2i  +  l).c^.(^ï^j--{.(2i+\).  {6$(2i4-i).*}.p® 

(i+i).(ai  +  5).(a?+b*+t*)  ~ 
On  aura,  au  moyen  de  cette  équation,  la  valeur  de  v ,  dans  une 
série  qui  sera  très-convergente ,  toutes  les  fois  que  les  excen- 
tricités t/T  et  iAF ,  seront  fort  petites  ,  ou  lorsque  la  distance 
VV-f-ô'  +  c'1  du  point  attiré  au  centre  du  sphéroïde,  sera  fort 
grande  relativement  aux  dimensions  du  sphéroïde. 

Si  le  sphéroïde  est  une  sphère  ,  on  aura  9  =  0  ,  et  ^  =  0,  ce  qui 
donne  Z7^=o,  £/"W  =  o,  &c;  partant 

et 

M 


V  a*  +  6a  +  c* 

d'où  il  suit  que  la  valeur  de  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
de  la  sphère  étoit  réunie  à  son  centre  ,  et  qu'ainsi ,  une  sphère 
attire  un  point  quelconque  extérieur ,  comme  si  toute  sa  masse 

C  2 
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étoit  réunie  à  son  centre  ;  résultat  auquel  nous  sommes  déjà  par- 
venus dans  le  second  Livre  ,  n°.  12. 

y.  Lapropriétéde  la  fonction  d'être  indépendante  de  fournit 
un  moyen  de  réduire  sa  valeur,  à  la  forme  la  plus  simple  dont  elle 
est  susceptible  ;  car  puisque  l'on  peut  faire  varier  à  volonté  h ,  sans 
changer  cette  valeur  ,  pourvu  que  l'on  conserve  au  sphéroïde,  les 
mêmes  excentricités  i/Tet  y/™  ;  on  peut  supposer  h  tel  que  le 
sphéroïde  soit  infiniment  applati ,  ou  tel  que  sa  surface  passe  par  le 
point  attiré.  Dans  ces  deux  cas ,  la  recherche  des  attractions  du 
sphéroïde  se  simplifie  ;  mais  comme  nous  avons  déterminé  pré- 
cédemment, les  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques,  sur  des  points 
placés  à  leur  surface  ;  nous  supposerons  h  tel  que  la  surface  du 
sphéroïde  passe  par  le  point  attiré. 

Si  l'on  nomme  k',  m',  n'  relativement  à  ce  nouveau  sphéroïde , 
ce  que  nous  avons  nommé  k,m,  n,  dans  le  n°.  1 ,  par  rapport  au 
sphéroïde  que  nous  avons  considéré  jusqu'ici  ;  la  condition  que 
le  point  attiré  est  à  sa  surface ,  et  qu'ainsi ,  a ,  b  ,  c  ,  sont  les 
coordonnées  d'un  point  de  cette  surface  ,  donnera 

et  puisque  Ton  suppose  que  les  excentricités  i/T  et  l/^?,  restent 
les  mêmes,  on  aura 


d'où  l'on  tire 


m 


on  aura  donc  pour  déterminer  k',  l'équation 


il  est  aisé  d'en  conclure  qu'il  n'y  a  qu'un  sphéroïde  dont  la  sur- 
face passe  par  le  point  attiré ,  8  et  m  restant  les  mêmes.  Car  si 
l'on  suppose ,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire ,  que  9  et  ^  soient  posi- 
tifs ;  il  est  clair  qu'en  faisant  croître  dans  l'équation  précédente, 
A'*,  d'une  quantité  quelconque,  que  nouspouvons  considérer  comme 
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une  partie  aliquote  de  k'%  chacun  des  termes  du  premier  membre 
de  cette  équation  ,  croîtra  clans  un  rapport  moindre  que  k'*;  donc 
si  dans  le  premier  état  de  k'%  il  y  avoit  égalité  entre  les  deux 
membres  de  cette  équation,  cette  égalité  ne  subsistera  plus  dans 
le  second  état  ;  d'où  il  suit  que  &"  n'est  susceptible  que  d'une  seule 
valeur  réelle  et  positive. 

Maintenant,  soit  M' la  masse  du  nouveau  sphéroïde;  soient 
B',C,  ses  attractions  parallèlement  aux  axes  des  a ,  des  b  et  des  c; 
si  l'on  fait 


i  — ■m  1  —  n 


il 

x*dx 


on  aura  par  le  n°.  3, 


/d.kF\  __3c.M'  /d.h'F\ 


En  changeant  dans  ces  valeurs  de  B\  C,  M'  en  M;  on  aura 
par  le  n°.  précédent,  les  valeurs  de  ,  B,  C,  relatives  au  pre- 
mier sphéroïde  ;  or  les  équations 


donnent 


A  —  77-  ;      v*=  — 


k"  étant  donné  par  l'équation  (5) ,  que  l'on  peut  mettre  sous  cette 
forme , 

on  aura  donc 

3a_M  Zb.M  fd.,F\  3c. M  fd.:'F\ 

Ces  valeurs  ont  lieu  relativement  à  tous  les  points  extérieurs  au 
sphéroïde  ;  et  pour  les  étendre  à  ceux  de  la  surface ,  et  même  aux 
points  intérieurs ,  il  suffit  d'y  changer  k'  en  U. 


sa  MÉCANIQUE  CELESTE, 

Si  le  sphéroïde  est  de  révolution,  en  sorte  que  ?pç«rj  l'équa- 
tion (5)  donnera 

2  it'^o'  +  i'  +  c'—  9  +  V/(fa2  +  è2  +  c5—  8;*+ 4a".  9  / 
et  l'on  aura  par  le  n".  5  , 

3a. M 

r-*  =  jr^r  •  {  K — a"S-  tanS- A  )  > 

f                      a.  ") 
X?  —  .  !  ang.  tang.  a.  >  ; 

3c. M    f  ^  ! 

C  =  — : — -.  I  ans.  tan 2.  a  ■ — -  >. 

S.k'3.h3     \       8  b  1  + 

Nous  voilà  donc  parvenus  à  une  théorie  complète  des  attractions 
des  sphéroïdes  elliptiques  ;  car  la  seule  chose  qui  reste  à  désirer  , 
est  l'intégration  de  l'expression  différentielle  de  F,  et  cette  inté- 
gration dans  le  cas  général ,  est  impossible ,  non-seulement  par  les 
méthodes  connues  ,  mais  encore  en  elle-même.  La  valeur  de  Fixe 
peutpas  être  exprimée  en  termes  finis ,  au  moyen  de  quantités  algé- 
briques ,  logarithmiques  ou  circulaires ,  ou  ce  qui  revient  au 
même ,  par  une  fonction  algébrique  de  quantités  dont  les  exposans 
soient  constans ,  nuls  ou  variables.  Les  fonctions  de  ce  genre  étant 
les  seules  que  l'on  puisse  exprimer  indépendamment  du  signe  f; 
toutes  les  intégrales  qui  ne  peuvent  pas  être  ramenées  à  des  fonc- 
tions semblables  ,  sont  impossibles  en  termes  finis. 

Si  le  sphéroïde  elliptique  n'est  pas  homogène ,  et  s'il  est  compose 
de  couches  elliptiques  variables  de  position ,  d'excentricités  et  de 
densité ,  suivant  une  loi  quelconque  ;  on  aura  l'attraction  d'une 
de  ses  couches ,  en  déterminant  par  ce  qui  précède ,  la  différence 
des  attractions  de  deux  sphéroïdes  elliptiques  homogènes  de  même 
densité  que  cette  couche ,  dont  l'un  auroit  pour  surface ,  la  sur- 
face extérieure  de  la  couche ,  et  dont  l'autre  auroit  pour  surface , 
la  surface  intérieure  de  cette  même  couche.  En  sommant  ensuite 
cette  attraction  différentielle ,  on  aura  l'attraction  du  sphéroïde 
entier. 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  III. 


CHAPITRE  IL 


Du  développement  en  série  ,  des  attractions  des  sphéroïdes 

quelconques. 

8.  Considérons  généralement  les  attractions  des  sphéroïdes 
quelconques.  Nous  avons  vu  clans  le  n°.  4 ,  que  l'expression  V. 
de  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde  ,  divisées  par  leurs  dis- 
tances au  point  attiré  ,  a  l'avantage  de  donner  par  sa  différentia- 
tion  ,  l'attraction  de  ce  sphéroïde  parallèlement  à  une  droite  quel- 
conque. Nous  verrons  d'ailleurs  ,  en  traitant  de  la  figure  des 
planètes ,  que  l'attraction  de  leurs  molécules  se  présente  sous  cette 
forme  ,  dans  l'équation  de  leur  équilibre  ;  nous  allons  ainsi ,  nous 
occuper  particulièrement  de  la  recherche  de  y. 
Reprenons  l'équation  du  n°.  4. 

vl  r        dM—  . 

J  S/Ca  —  oc)*-Y(b—  y)*  +  (c  —  z)*' 

a,  b,  c ,  étant  les  coordonnées  du  point  attiré,  x ,  y ,  z,  étant  celles 
de  la  molécule  dM,  du  sphéroïde  •  l'origine  des  coordonnées  étant 
dans  l'intérieur  du  sphéroïde.  Cette  intégrale  doit  être  prise  rela- 
tivement aux  variables  x,  y,  z,  et  ses  limites  sont  indépendantes 
de  a,  b,  c;  on  trouvera  cela  posé,  parla  différentiation , 
fddV\    (ddV\  (ddV\ 

équation  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  second 
Livre,  n°.  il! 

Transformons  les  coordonnées,  en  d'autres  plus  commodes.  Pour 
cela,  soit  r,  la  distance  du  point  attiré,  à  l'origine  des  coordon- 
nées ;  6  l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec  l'axe  des  a  ;  «  l'angle  que  le 
plan  formé  par  le  rayon  et  par  cet  axe  ,  fait  avec  le  plan  des  axes 
des  a  et  des  b  ;  on  aura 

<z=  r.cos.fl        é  =  r.sin.  S.cos. -sr  ;     c  =  r.sin.  S.sin. ■sr. 
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Si  l'on  nomme  pareillement  R ,  9'  et     ce  que  deviennent  7-,  9  et  , 

relativement  à  la  molécule  c?  Jf  du  sphéroïde  ;  on  aura 

x=  jR.cosJ';     ^apiî.jsin.  9'.cos.«'  ;      s  =  _R. sin. S'.sin.^'. 

D'ailleurs,  la  molécule  dM  du  sphéroïde  est  égale  à  un  parallélé- 
pipède rectangle  dont  les  dimensions  sont  dR,  RdQ',  Rd™'  .sin,  9', 
et  par  conséquent  elle  est  égale  à  p .  R* .  dR.  d$' .  dœ' .  sin.  9',  p  étant 
sa  densité  j  on  aura  ainsi , 

f CC  ? -R* -dR.db' .d>a' .ûn.V 

J  JJ  \/ 1"2 — arR.  {cos.ô  .cos.9'  +  sin,«  .sin.  fl' .cos.(<a' — ■w^l+R'2 

l'intégrale  relative  à  R  devant  être  prise  depuis  R  =  o ,  jusqu'à  la 
valeur  de  R ,  à  la  surface  du  sphéroïde  ;  l'intégrale  relative  à  m't 
devant  être  prise  depuis  <a'  —  o  ,  jusqu'à  n/  égal  à  la  circonférence; 
et  l'intégrale  relative  à  9',  devant  être  prise  depuis  9'  =o ,  jusqu'à  9' 
égal  à  la  demi  -  circonférence.  En  différentiant  cette  expression 
de  V,  on  trouvera 

fdd  V\ 

équation  qui  n'est  que  l'équation  (i)  transformée. 

Si  l'on  fait  cos.9  =  /«,  on  peut  lui  donner  cette  forme, 


L  du  )      t—pt*         \  dr*  ) 


(3) 


Nous  sommes  déjà  parvenus  à  ces  diverses  équations,  dans  le  second 
Livre,  n°.  il, 

q.  Supposons  d'abord  le  point  attiré,  extérieur  au  spliéroïde, 
Si  l'on  réduit  V  en  série ,  elle  doit  être  dans  ce  cas  ,  descendante 
par  rapport  aux  puissances  de  r ,  et  par  conséquent  de  cette  forme , 

7JC°)      7JCO      JJCO  7JC3) 

r       r1       r3  r4 
En  substituant  cette  valeur  de  /^dans  l'équation  (5)  du  n°.  pçé» 
cèdent,  la  comparaison  des  mêmes  puissances  de  r,  donnera,  quel 
que  soit  i , 
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<        2;  S  +-t=^t+ «•  +  o  - 

H  est  clair  par  la  seule  expression  intégrale  de  ^,  que  tfW 
est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  V"t^p.am,^ 
et  KX— ^.cos.-ar,  dépendante  de  la  nature  du  sphéroïde.  Lorsque 

*  —  0,  cette  fonction  se  réduit  à  une  constante  ;  et  dans  le  cas  de 

*  =  1  ,  elle  est  de  la  forme 

^  H.t*  +  H'.  V \  —  tF,  sin.  w+ Jï".  cos.  • ,. 

•ff,  -H"',  -H""  étant  des  constantes. 

Pour  déterminer  généralement  U%  nommons  rie  radical 


|/**-  aRr.  {cos.  i .  cos.  fl'+aia,  0 , sin. •' . co*.<V—  *) }  +  ' 
nous  aurons 

°—  <  L  VW_J>  ,  _WW  ,  (àtl.rTX 

Cette  équation  subsisteront  encore,  en  y  changeant  9  en  9',  »  en 
et  réciproquement  ;  parce  que  Test  une  pareille  fonction  de  fi'  et 
de       que  de  9  et  de  w, 

Si  l'on  réduit  T,  dans  une  suite  descendante  relativement  à  r  - 
on  aura  ' 

ÇW  étant,  quel  que  soit     assujéti  à  cette  équation, 


et  de  plus,  il  est  visible  que  Qff)  est  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  ^  et  /  cos.  <V_,;    Q«  étant  connu,  on  aura 

<^ ;,  au  moyen  de  l'équation 

Z7«  =  /) . .  dR.  dv'.  dVi sin.  9'.  QCO. 
Supposons  maintenant  le  point  attiré,  dans  l'intérieur  du  sphé- 
Mécan.  cél.  Tome  II,  jy 
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roïde;  il  faut  alors  développer  l'expression  intégrale  de  V,  dans 
une  suite  ascendante  par  rapport  à  r,  ce  qui  donne  pour  V,  une 
série  de  cette  forme , 

y-—v^)^-r.v^Jrr\^->rr\v^-\-  &c.  ; 

+m  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de;*,  V  i— f*\sin.<*, 
et  y  7Z^7.  cos.^r,  qui  satisfait  à  la  même  équation  aux  différences 
partielles  que  Z7W,  en  sorte  que  l'on  a 


o  — 


Pour  déterminer  f***,  on  réduira  le  radical  T,  dans  une  suite 
ascendante  par  rapport  à  r ,  et  l'on  aura 

les  quantités  Q<°>,  Q^°,  Qw,  &c. ,  étant  les  mêmes  que  ci-dessus  ; 
on  aura  donc, 

✓.:,<?K.rfsr'.d0'.sin.«'.(Xo 

 ' 

Mais  comme  l'expression  précédente  de  n'est  convergente,  qu'au- 
tant que  iî  est  égal  ou  plus  grand  que  r;  la  valeur  précédente 
de  Kt  n'est  relative  qu'aux  couches  du  sphéroïde,  qui  enveloppent 
le  point  attiré.  Ce  point  étant  extérieur  par  rapport  aux  autres 
couches;  on  déterminera  la  partie  de  V ,  qui  leur  est  relative,  par 
la  première  expression  de  V  en  série. 

1 0.  Considérons  d'abord  les  sphéroïdes  très-peu  différens  de  la 
sphère,  et  déterminons  les  fonctions  Ï7«»,  XJ^\  &c. ,  v^> , 

*,1;>  vw,  &c,  relatives  à  ces  sphéroïdes.  Il  existe  une  équation 
différentielle  en  K,  qui  a  lieu  à  leur  surface,  et  qui  est  remarquable, 
en  ce  qu'elle  donne  le  moyen  de  déterminer  ces  fonctions  ,  sans 
aucune  intégration. 

Supposons  généralement ,  la  pesanteur  proportionnelle  à  une 
puissance  n  ,  de  la  distance  ;  soit  dM ,  une  molécule  du  sphéroïde, 
et  /sa  distance  au  point  attiré  ;  nommons  V ,  l'intégrale/./  +l .  dM, 
cette  intégrale  s'étendant  à  la  masse  entière  du  sphéroïde.  Dans 
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le  cas  de  la  nature ,  oiui  =  —  2,  elle  devient  f~-,  et  nous  l'avons 

J 

pareillement  exprimée  par  dans  les  n°s.  précédens.  La  fonc- 
tion V a  l'avantage  de  donner  par  sa  différentiation ,  l'attraction 
du  sphéroïde,  parallèlement  à  une  droite  quelconque;  car  en 
considérant  f,  comme  une  fonction  de  trois  coordonnées  du  point 
attiré  ,  perpendiculaires  entre  elles ,  et  dont  l'une  soit  parallèle 
à  cette  droite  ;  si  l'on  nomme  r,  cette  coordonnée;  l'attraction  du 

sphéroïde  suivant  r,  et  dirigée  vers  son  origine ,  sera  f.f'1 .  •  dM; 
elle  sera  par  conséquent  égale  à  ~~'{^~^  1  ce  qui  dans  le  cas  de 

la  nature,  se  réduit  à  — ^"j~)>  conformément  à  ce  que  nous 

avons  trouvé  précédemment. 

Supposons  maintenant  que  le  sphéroïde  diffère  très-peu  d'une 
sphère  du  rayon  a,  dont  le  centre  soit  sur  le  rayon  r  perpendi- 
culaire à  la  surface  du  sphéroïde ,  l'origine  de  ce  rayon  étant  sup- 
posée arbitraire  ,  mais  très-près  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde; 
supposons  de  plus  que  la  sphère  touche  le  sphéroïde  ,  et  que  le 
point  attiré  soit  au  point  de  contact  des  deux  surfaces.  Le  sphéroïde 
est  égal  à  la  sphère  plus  à  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère  ; 
or  on  peut  concevoir  cet  excès  ,  comme  étant  formé  d'un  nombre 
infini  de  molécules  répandues  sur  la  surface  de  la  sphère  ,  ces 
molécules  devant  être  supposées  négatives,  par-tout  où  la  sphère 
excède  le  sphéroïde  ;  on  aura  donc  la  valeur  de  Jf  t  en  détermi- 
nant cette  valeur ,  i°.  relativement  à  la  sphère  ;  20.  relativement  h 
ces  diverses  molécules. 

Par  rapport  à  la  sphère  ,  Jf  est  une  fonction  de  a ,  que  nous 
désignerons  par  ^4  :  si  l'on  nomme  ensuite  dm  ,  une  des  molé- 
cules de  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère ,  et  f,  sa  distance  au 
point  attiré  ;  la  valeur  de  f  relative  à  cet  excès  ,  sera  f.f**1  .dm  ; 
on  aura  donc  pour  la  valeur  entière  de      relative  au  sphéroïde , 

Concevons  que  le  point  attiré  s'élève  de  la  quantité  infiniment 
petite  dr,  au-dessus  de  la  surface  du  sphéroïde  et  de  la  sphère, 

D  2 
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sur  le  prolongement  de  r  ou  de  a;  la  valeur  de  £^  relative  à  cette 

/  d  V\ 

nouvelle  position  du  point  attiré,  deviendra  f^+i  —  j.dr; 

augmentera  d'une  quantité  proportionnelle  à  dr ,  et  que  nous 
représenterons  par  ^4' .  dr  T)p.  i»liîa,  si  l'on  nomme  y ,  l'angle  formé 
par  les  deux  rayons  menés  du  centre  de  la  sphère  ,  au  point  attiré 
et  à  la  molécule  dm;  la  distance/ de  cette  molécule  au  point 
attiré  ,  sera  dans  la  première  position  de  ce  point ,  égale  à 
V 2a*. (i — cos. y)  ;  dans  la  seconde  position,  elle  sera 

V  (a  +  dr)* — 2  a .  (a  -f  dr) .  cos.j/  +  a2, 
ou  f.  ^1  +  — \  ;  l'intégrale  f-f"+'  •  dm ,  deviendra  ainsi, 


on  aura  donc 


(^).rf,.=^'.*+('^i)4V./-.^; 


en  substituant  au  lieu  de  /•f'+1  •  dm ,  sa  valeur  y — ,  on  auj-a 

\dr  J  za  za  x  ' 

Dans  le  cas  de  la  nature  ,  l'équation  (1)  devient 


/dV\ 


La  valeur  de  y  relative  à  la  splière  du  rayon  a ,  est  par  le  n°.  6 , 

!         ,  4*.  a3  .  4v.ci*  4~a 

égale  a  — - — ,  ce  qui  donne      ■= — - — ;  ^4  =  — on  aura 

O  T  O  O 

donc 


 +i-^s  (2) 


3 

On  doit  observer  ici ,  que  cette  équation  a  lieu  ,  quelle  que  soit  la 
position  de  la  droite  f ,  et  dans  le  cas  même  où  elle  ne  seroit  pas 
perpendiculaire  à  la  surface  du  sphéroïde  ,  pourvu  qu'elle  passe 
fort  près  de  son  centre  de  gravité  ;  car  il  est  facile  de  voir  que 
l'attraction  du  sphéroïde,  décomposée  suivant  ces  droites,  et  qui, 

comme  on  l'a  vu  ,  est  égale  à  — (^~)'  est>  q.ue^e  <Iue  soit  leur 
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position ,  toujours  la  même ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
quarré  dé  l'excentricité  du  sphéroïde. 

11.  Reprenons  maintenant,  l'expression  générale  de  fr  fa 
n°.  9 ,  relative  à  un  point  attiré  extérieur  au  sphéroïde  , 

J7C°)      ifto  £/0) 

la  fonction  ff®  étant,  quel  que  soit  i,  assujétie  à  l'équation  aux 
différences  partielles  , 

4Mt))j,ffiTi  t 

On  aura,  en  différentiant  la  valeur  de  jf,  par  rapport  à  r, 

(dV\_  UM     2.C/CO  g.î7C»D 

V  rfr  y  ~  ~^    I     ^      i  ^  'r  &c. 

Représentons  par  a.(i  +  «y),  }e  rayon  mené  de  podgine  &  r 
a  la  surface  du  sphéroïde,  «  étant  un  très-petit  coefficient  cons- 
tant, dont  nous  négligerons  le  quarré  et  les  puissances  supérieures 
etjr  étant  Line  fonction  de  p  et  de  *\  dépendante  de  la  nature  du' 
sphéroïde.  On  aura  aux  quantités  près  de  l'ordre  a  p^kt^. . 
d'où  il  suit  que  dans  l'expression  précédente  de  V  i°.  la  „„„ 
tité  ETW  est  égale  à  -f-,  plus  à  une  très-petite  quantité  de  l'or- 
dre «  ,  et  que  nous  désignerons  par  tf'W,.  2o.  les  quautilés  ^ 
Z7«,  &c,  sont  très-petites  de  l'ordre  «.  En  substituant  a.     +  aJ,y 
au  lieu  de  r,  dans  les  expressions  précédentes  de  /^et  de  ~(C^L\ 

et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  *%•  on  aura  relativement 
a  un  point  attiré  placé  à  la  surface , 


.   w-  >        s  >  Z7CO 

an       2a1      an3  ? 
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51  l'on  substitue  ces  valeurs ,  clans  l'équation  (2)  du  n°.  précédent  ; 
on  aura 

0*t«O     3.Z/CO     5.  [KO  y.tTC»5 

éLcnr.a*.Y=  -\  i — H  5 — H  2  \-  &.C. ; 

^         a  a* 

Il  suit  de-là  que  la  fonction     est  de  cette  forme  , 

y=.Y^+Y^  +  YV  +  YW+  &c.  5 

les  quantités  Y<%  Yl%  Y{*\  &c,  étant  ainsi  que  £/(°>,  t7«,  17^  &c, 
assujéties  à  cette  équation  aux  différences  partielles, 

f-^M)  1M„.p,..,ra, 

du  )  1— 

cette  expression  de  y  n'est  donc  point  arbitraire ,  mais  elle  dérive 
du  développement  en  série ,  des  attractions  des  sphéroïdes.  On 
verra  dans  le  n°.  suivant ,  que  y  ne  peut  se  développer  ainsi ,  que 
d'une  seule  manière;  on  aura  donc  généralement,  en  comparant 
les  fonctions  semblables , 

d'où  l'on  tire  ,  quel  que  soit  r , 

5r  r       {  3r  Sr"  jr3  ) 

H  ne  s'agit  donc  plus ,  pour  avoir  V,  que  de  réduire  y ,  sous  la 
forme  que  nous  venons  de  lui  supposer  ;  nous  donnerons  dans  la 
suite ,  une  méthode  fort  simple  pour  cet  objet. 

Si  l'on  avoit  y=Y'-i'),  la  partie  de  /^relative  à  l'excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère  dont  le  rayon  est  a,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  relative  à  une  couche  sphérique  dont  le  rayon  est  a ,  et 

.  4«.o'+3.yn 

l'épaisseur  *ay ,  seroit       +     rH-.    >  ™enï  seroit ,  par 

conséquent ,  proportionnelle  b.y;  et  il  est  visible  que  ce  n'est  que 
dans  ce  cas,  que  cette  proportionalité  peut  avoir  lieu, 

\1.  On  peut  simplifier  l'expression  +  Y^+Y^+  &c. , 
de  y,  et  en  faire  disparoître  les  deux  premiers  termes,  en  prenant 
pour  a ,  le  rayon  d'une  sphère  égale  en  solidité ,  au  sphéroïde , 
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et  en  fixant  l'origine  arbitraire  de  r ,  au  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde. Pour  le  faire  voir ,  nous  observerons  que  la  masse  M  du 
sphéroïde  supposé  homogène,  et  d'une  densité  représentée  par 
l'unité,  est  par  le  n°.  8,  égale  à  fK*.dR.d?..d*r ,  ou  hj.fR'3.d^.d^, 
i?'  étant  le  rayon  R  prolongé  jusqu'à  la  surface  du  sphéroïde.  En 
substituant  pour  i?',  sa  valeur  a.( i  +  ay) ,  on  aura 

4  T .  a3 

JfcZ  =  — -  hœ-cf.fy  d^.d^r. 

Il  ne  s'agit  doncque  de  substituer  pour^  sa  valeur  Y^  +  Y^  +  &c. , 
et  d'effectuer  ensuite  les  intégrations.  Voici  pour  cet  objet,  un 
théorème  général  et  fort  utile  dans  cette  analyse. 

«  Si  Y®  et  Z{-1">  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  /u, 

)}  S/ 1 — ^.sin.^j  et  V \ — ^.cos.'w,  qui  satisfont  aux  équations 
»  suivantes, 


»  o  =■ 


))  o 


d  y.  \        i—  y.  p.  ;    '.  : y.  3 


dp  \        i  — ft,oc 

))  on  a  généralement, 

»  fY^.Z^.di*..  d*  =  o, 

»  lorsque  i  et  i'  sont  des  nombres  entiers  positifs  différens  entre 
»  eux  ;  les  intégrales  étant  prises  depuis  y  —  —  i  ,  jusqu'à  fi  —  i , 
»  et  depuis  ™  =  o  ,  jusqu'à  <a  =  2?r,  2  tt  étant  la  circonférence  dont 
»  le  rayon  est  l'unité  ». 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  observerons  qu'en  vertu  de 
la  première  des  deux  équations  précédentes  aux  différences  par- 
tielles, on  a 
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or  on  a,  en  intégrant  par  parties  relativement  à  y-, 

et  il  est  clair  que  si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  ^  =  — 1 5  jusqu'à 
^  =  1  ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  son  der- 
nier terme.  On  a  pareillement,  en  intégrant  par  parties,  relative- 
ment à  w, 

et  ce  second  membre  se  réduit  encore  à  son  dernier  terme,  lors- 
que l'intégrale  est  prise  depuis  vr=  o ,  jusqu'à  <a-=  2  -rr,  parce  que  les 

valeurs  de  Y{l\  1        et  (~^r~^J  sont  les  mêmes  à  ces 

deux  limites  ;  on  aura  donc  ainsi , 

d'où  l'on  tire  ,  en  vertu  de  la  seconde  des  deux  équations  précé- 
dentes aux  différences  partielles , 

fY® .      dy. .  d*  =  ^$T-T -fY  {i)  •       •  *P  •  i 
on  a  donc 

o=/Y^.Z^.dy..d^, 
lorsque  i  est  différent  de  i'. 

De-là,  il  est  aisé  de  conclure  que  y  ne  peut  se  développer  que 
d'une  seule  manière,  dans  une  série  de  la  forme  JT^+^'J+JT^ 
+  &c.  ;  car  on  a  généralement , 

fy.Z^.dy. d™  =fr®.%%dti. d*  t 

Si 
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si  l'on  pouvoit  développer  y  dans  une  autre  série,  Y}°>+YW  + 
•T,w+  &c.,  de  la  même  forme  -  on  auroit 

fy.Z^  =fY}iKZV.d!*.dv; 

partant 

fY® .     .  dp,  df  =fYV.ZV  .d^.dv  ; 

or  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  prend  pour  Z^ ,  la  fonction  la 
plus  générale  de  son  espèce ,  l'équation  précédente  ne  peut  sub- 
sister que  dans  le  cas  où  Y®  =  Y®  ;  la  fonction  y  ne  peut  donc  se 
développer  ainsi,  que  d'une  seule  manière. 

Si  dans  l'intégrale  fyd^.d^r,  on  substitue  pour  y,  sa  valeur 
y(°)+r(')+r^)  +  &c.j  on  aura  généralement,  o  =fY®.d(*.d<r, 
i  étant  égal  ou  plus  grand  que  l'unité  ;  car  l'unité  qui  multiplie 
du.  d*,  est  comprise  dans  la  forme  Z<°>,  qui  convient  à  toute  quan- 
tité constante,  ou  indépendante  de  p  et  de  «.  L'intégrale  Jy.dp.d* 
se  réduit  donc  kfY^.d^,  et  par  conséquent  à  Av.Y^j  on  a 
donc 

M~  ±7r.a*4-ict.v.a;s.YW  ; 

ainsi,  en  prenant  pour  a,  le  rayon  de  la  sphère  égale  en  solidité 
au  sphéroïde-  on  aura  rW  =  o,  et  le  terme  JT«  disparaîtra  de' 
l'expression  de  y. 

La  distance  de  la  molécule dM,  ou  R\dR.  dp.dv,  au  plan  du 
méridien  d'où  l'on  compte  l'angle^,  est  égale  à  R.  /ï=^.sin  WJ 
la  distance  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde  à  ce  plan,  sera" 
donc  /JVdR.du.d*.  V  i-^^W  y  et  eii  intégrant  par  rapport  à  R 
elle  sera  ^fR'^d^d^.Vx-^.sm^,  R'  étant  le  rayon  R  pro- 
longé jusqu'à  la  surface  du  sphéroïde.  Pareillement,  la  distance 
de  la  molécule  dM  ,  au  plan  du  méridien  perpendiculaire  au  pré- 
cédent, étant  R.  V/i_^.Cos.» y  la  distance  du  centre  de  gravite 
du  sphéroïde,  à  ce  plan, sera  i.fR'Kd^.dv.  V  î^.cos.^.  Enfin 
a  distance  de  la  molécule  dM,  au  plan  de  l'équateur ,  étant  £ 
la  distance  du  centre  de  gravité  du_sphéroïde ,  à  ce  plan,  sera 

Les  fonctions^  VT^.a».-,  et^ï^.cog,^ 
Mis.C4N.  ckx/.  Tome  Ji.  -g 
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sont  de  la  forme  Z^\Z^  étant  assujéti  à  l'équation  aux  différences 
partielles , 

oJH        K7p)f{ ,  KT^l 

Si  l'on  conçoit  développé  dans  la  suite  , 
^>  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  ^,  /i— ^.sm.^ 
V/TZ^i.  cos.^ ,  assujétie  à  l'équation  aux  différences  partielles , 

/  d/*  }  i— 

les  distances  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  aux  trois  plans 
précédens,  seront  en  vertu  du  théorème  général  que  nous  venons 
de  démontrer, 

*  ./iVc  1  hdp.dv.V  i  — ^* .  cos.  w  i 

est  par  le  n".  9,  de  la  forme  ^ .  ^  +  5.  V\ sin. • 
+  C.  VS^>.cos.*,  ^,  -5,  C  étant  des  constantes  ;  les  distances 
précédentes  deviendront  ainsi,  y.'C,  y  .  A.  La  position 

du  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  ne  dépend  ainsi  que  de  la 
fonction  fW,-  ce  qui  donne  un  moyen  très-simple  pour  la  déter- 
miner. Si  l'origine  du  rayon  K  est  à  ce  centre  ;  cette  origine  étant 
sur  les  trois  plans  précédens  ,  les  distances  du  centre^de  gravite  a 
ces  plans,  seront  nulles,  ce  qui  donne  A=o,  5  — o,  C_o, 
partant  N{,)  —  o. 

Ces  résultats  ont  lieu,  quel  que  soit  le  sphéroïde  :lorsquil  est 
très-peu  différent  d'une  sphère,  on  a  R' =a  .(i +  ,  et 
R<  =  aK(i+^y);  ainsi,,  étant  égal  à  rW  +  ^'+^+^i 
on  a  iVO  =  W.r«;  la  fonction  Y"  disparoît  donc  de  1  ex- 
pression de  y  ,  lorsque  l'on  fixe  l'origine  de  R',  au  centre  de  gra- 
vité  du  sphéroïde. 
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1 0.  Concevons  maintenant  le  point  attiré ,  dans  l'intérieur  du 
sphéroïde  :  nous  aurons  par  le  n°.  g  , 

^=  v(°)  +  r.v{<)  +  r*.p{»  +  r\PV)+  &c.  ; 

r-dR .  d  ■u' .  cl  ê' .  sin  J' .  CXO 
pW=  j  :  — . 

Supposons  que  cette  valeur  de  V  soit  relative  à  une  couche  dont 
la  surface  intérieure  soit  sphérique  et  du  rayon  a  ,  et  dont  le  rayon 
de  la  surface  extérieure  soit  a.  (1  +  »y)  j  l'épaisseur  de  cette  couche 
sera  a.  ay.  Si  l'on  désigne  par  y',  ce  que  devient  y ,  lorsque  l'on  y 
change  9  et  nr ,  dans  9'  et  on  pourra,  en  négligeant  les  quantités 
de  l'ordre  a3,  changer  r  en  a,  et  dR  en  *ay',  dans  l'expression 
intégrale  de  **®  ;  on  aura  ainsi , 

»fo  =  -^-.fy'. dW ;8#i sin .  8' .  Q% 

Relativement  à  un  point  placé  à  l'extérieur  du  sphéroïde ,  on  a  par 
le  n°.  g , 

J/OO     £AO  U^~> 
 +        +        +  &c.. 

r         7  ts 
0)  =fRi+\  dR.d™'. dB'. sin.     Qty  ; 
si  l'on  suppose  cette  valeur  de  V,  relative  à  une  couche  dont  le 
rayon  intérieur  esta,  et  dont  le  rayon  extérieur  est  a.  f  i  +  «-y),  on 
aura 

=  « .  ai+3 ./y' .dv'.dQ'.smJ'.  Q«  ; 

partant 


c/co 


on  a  par  le  n°.  1 1 , 
donc 


2  j+  I 


4 a  t.  yco 
(a  i  +  î ) .  a 


i— »? 


ce  qui  donne 

(  3a  5a»  j 

Il  faut  ajouter  à  celte  valeur  de  V,  celle  qui  est  relative  à  la  couche 

E  a 
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sphérique,  de  l'épaisseur  a  —  r,  qui  enveloppe  le  point  attiré, 
plus  celle  qui  est  relative  à  la  splière  du  rayon  r,  et  qui  est  au- 
dessous  du  même  point.  Si  l'on  fait  cos.  9'  =  //,  on  aura  par  rap- 
port à  la  première  de  ces  deux  parties  de  V, 
...  rdR.d<ir'.du.'.ÇK1 

4)W   


Ri-l 


l'intégrale  relative  à  ^  devant  être  prise  depuis  y!  =  —  1  ,  jusqu'à 
fi  =  1.  En  intégrant  par  rapport  à  M,  depuis  R  —  r,  jusqu'à  H  =  a, 
on  aura 

or  on  a  généralement,  par  le  théorème  du  n°.  précédent, 
fd^'.dy!.  QV  =  ç>,  lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  l'unité  : 
lorsque  i  —  o  ,  on  a.  par  le  n°.  9  ,  Qu;>  ===  1  ■  de  plus  ,  l'intégration 
relative  à  <a't  doit  être  prise  depuis  V  =  o,  jusqu'à  <r'=î^  on 
aura  donc 

Cette  valeur  de  *>W  est  la  partie  de  V,  relative  à  la  couche  sphé- 
rique  de  l'épaisseur  a  —  r. 

La  partie  de  V,  relative  à  la  sphère  dont  le  rayon  est  r,  est 
égale  à  la  masse  de  cette  sphère ,  divisée  par  la  distance  du  point 

attiré  à  son  centre  ;  elle  est  par  conséquent ,  égale  à  En 

3 

réunissant  ces  diverses  parties  de         on  aura  pour  sa  valeur 
entière , 

l  ôa  5  a2  y  a3  I  '  »  ' 

•  Supposons  le  point  attiré ,  placé  au-dedans  d'une  couche  à  très-peu 
près  sphérique ,  dont  le  rayon  intérieur  est 

a+*a.  {7W+J'(')  +  7W  +  &C,}  ( 

et  dont  le  rayon  extérieur  est 

a'+ca'.  {Z'W  +  Z/(1)+F'W+  &c.}. 

On  peut  comprendre  les  quantités  aa.Y^,  et  eta'.T'^,  dans 
les  quantités  a  et  a';  de  plus ,  en  fixant  l'origine  des  coordon- 
nées, au  centre  de  gravité  du  sphéroïde  dont  le  rayon  seroit 


A. 


PREMIERE  PARTIE,  LIVRE  III.  57 

a  +  *  a .  {  7W+ +  &c. } ,  on  fera  disparoître  ,  de  l'expression 
de  ce  rayon  ;  et  alors ,  le  rayon  intérieur  de  la  couche ,  sera  de 
cette  forme , 

a  +  *a.  {JW+F)+7W+&c.}  , 
et  le  rayon  extérieur  sera  de  la  forme , 

a'  +  *a,.{Y'^  +  r'V+Y'W+  &c.}. 
On  aura  la  valeur  de  relative  à  cette  couche,  en  prenant  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  V\  relatives  à  deux  sphéroïdes  dont  le  plus 
petit  auroitfa  première  quantité,  pour  rayon  de  sa  surface,  et 
•  dont  le  plus  grand  auroit  ia  seconde  quantité ,  pour  rayon  de  sa 
surface  ;  en  nommant  donc  A./"",  ce  que  devient  f,  relativement 
à  cette  couche ,  on  aura 

Si  l'on  veut  que  le  point  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche,  soit 
également  attiré  de  toutes  parts  3  il  faut  que  A. ^  se  réduise  à  une 
constante  indépendante  de  r  ,  9  et  *  ■  car  on  a  vu  que  les  diffé- 
rences partielles  de  a  .  prises  par  rapport  à  ces  variables ,  expri- 
ment les  attractions  partielles  de  la  couche,  sur  le  point  attiré  •  on 
a  donc  alors,  Y'(')  =  o,  et  généralement, 

en  sorte  que  le  rayon  de  la  surface  intérieure ,  étant  donné  ;  on  aura 
celui  de  la  surface  extérieure. 

Lorsque  la  surface  intérieure  est  elliptique,  on  a  Y<~3)—0 
Y^=o,  &c;  et  par  conséquent  Y'™=o,  Y'^=o;  les  rayons' 
des  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure ,  sont  donc 

a.{i+*.rW)  ;  «'.{i+aJW}. 
ainsi,  l'on  voit  que  ces  deux  surfaces  sont  semblables  et  semblable- 
ment  situées  ■  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé 
dans  le  n°.  3. 

ïi.  Les  formules  (5  )  et  (4)  des  n°'.  net  i5,  embrassent  toute 
la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  très-peu  diffé- 
rera de  la  sphère  ;  il  est  facile  d'en  conclure  celle  des  sphéroïdes 


38  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

hétérogènes ,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  variation  de  la  figure ,  et  de 
la  'densité  de  leurs  couclies.  Pour  cela  ,  soit  a.(i  +  ay)  ,  le  rayon 
d'une  des  couches  d'un  sphéroïde  hétérogène ,  et  supposons  que  y 
soit  sous  cette  forme ,  Y^  +  TV  +  JT (3)-4-  &o.  ;  les  coefficiens 

qui  entrent  dans  les  quantités  Y^,  Y^\  Y{*\  &c. ,  étant  des  fonc- 
tions de  a ,  et  par  conséquent  variables  d'une  couche  à  l'autre. 
Si  l'on  difFéren tie  par  rapport  à  a  ,  la  valeur  de  V  donnée  par  la 
formule  (5  )  du  n°.  n  ,  et  que  l'on  nomme  p,  la  densité  de  la  couche 
dont  le  rayon  est  a.(i-{-ay) ,  P  étant  une  fonction  de  a  seul;  la 
valeur  de  /^correspondante  à  cette  couche,  sera  pour  un  point 
attiré  extérieur, 

^./.d.a^4^.dJ]a\Y^A-a'Y^  +  ^.Y^+^c.}; 
cette  valeur  sera  donc,  relativement  au  sphéroïde  entier, 

3r  "  r  (.  'àr  5r*  71-*  J 

les  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o,  jusqu'à  la  valeur  de  a, 
qui  a  lieu  à  la  surface  du  sphéroïde ,  et  que  nous  désignerons 
par  a. 

Pour  avoir  la  partie  de  relative  à  un  point  attiré  intérieur 
au  sphéroïde;  on  déterminera  d'abord  la  partie  de  cette  valeur, 
relative  à  toutes  les  couches  auxquelles  ce  point  est  extérieur. 
Cette  première  partie  est  donnée  par  la  formule  (5),  en  pre- 
nant l'intégrale  depuis  a  —  o,  jusqu'à  a— a,  a  étant  relatif  à  la 
couche  sur  laquelle  se  trouve  le  point  attiré.  On  déterminera 
la  seconde  partie  de  /•%  relative  à  toutes  les  couches  dans  l'in- 
térieur desquelles  ce  point  se  trouve ,  en  différentiant  la  for- 
mule (4)  du  n°.  précédent ,  par  rapport  à  a  y  en  multipliant  ensuite 
cette  différentielle  par  p ,  et  en  prenant  l'intégrale  ,  depuis  a  =  a  , 
jusqu'à  a  —  Si  :  la  somme  de  ces  deux  parties  de  V  sera  sa  valeur 
entière  relative  à  un  point  intérieur  ,  et  l'on  aura  pour  cette 
somme , 

^=^./p.cZ.flH^/p.rZ.{a^rc»)+^.ro)+^.r^+^.r(v&c.] 
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les  deux  premières  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o  ,  jusqu'à 
a  =  a,  et  les  deux  dernières  étant  prises  depuis  a  =  a,  jusqu'à 
a  =  a  ;  il  faut  de  plus  ,  après  les  intégrations  ,  substituer  a  au  lieu 

i — a.  y         ,.       ,1  , 

de  r,  dans  les  termes  multipliés  par  «,  et  — - —  ,  au  lieu  de  -,  clans 

le  terme  — —  .fp.d.a3* 
3  r  J  r 

l5.  Considérons  présentement  ,  les  sphéroïdes  quelconques. 
La  recherche  de  leur  attraction,  se  réduit  par  le  n°.  9,  à  formel- 
les quantités  U{i)  et      :  on  a  parle  même  n0., 

Z/W  =/) .  R+> .  dR .  W .  d*' .  ! 
les  intégrales  devant  être  prises  depuis  i?  =  o,  jusqu'à  sa  valeur 
à  la  surface,  depuis  y'=  —  1  ,  jusqu'à  y!  ==  1 ,  et  depuis  V==Q, 
jusqu'à  V=2t.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  il  faut  con- 
noître  Q®.  Cette  quantité  peut  se  développer  dans  une  fonction 
finie  de  cosinus  de  l'angle  m  —  ,  et  de  ses  multiples.  Soit 
£.cos.n(*r—™')  ,  le  terme  de  Q{i\  dépendant  de  cos.rt.f* — ™'), 
C  étant  une  fonction  de  y  et  de  »i'  :  si  l'on  substitue  au  lieu  de  Q(1>, 
sa  valeur,  dans  l'équation  aux  différences  partielles  en  Qw  du 
n°.  g  ;  on  aura,  en  comparant  les  termes  multipliés  par  cos.n. 
cette  équation  aux  différences  ordinaires  , 

dy.  1  — y.  y. 

R' 

étant  le  coefficient  de  -^7,  dans  le  développement  du  radical 


\/ ' -f- — ûfir.  {yy'-{-\/ 1 — f*'*.  l/i—    -'bos-C ^  —  -sr'j} 
Le  terme  dépendant  de  cos.  ?z.  ("■»■ — -a/j  ,  clans  le  développement  de 
ce  radical,  ne  peut  résulter  que  des  puissances  de  cos.  (m  —  m), 
égales  à  n,    +      7Z-4-4,  &C.3  ainsi,  cos.  (V — )  ayant  pour  fac- 
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teur  V  \ — pï)  £  doit  avoir  pour  facteur  (1  —  ftf)».  Il  est  facile  de 
voir  par  la  considération  du  développement  du  radical,  que  fest 
de  cette  forme , 
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Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle  en  ?, 
la  comparaison  des  puissances  semblables  de  y. ,  donnera 
-      (i-n-as  +  a).(i-n-as  +  1)  ^  ^_x)  _ 

as.  (ai  —  as  + i  )  '  f  , 

d'où  l'on  tire ,  en  faisant  successivement  s  ==  J. ,  5  =  3,  &c. ,  les 
valeurs  de  &c. ,  et  par  conséquent , 

-„      (i—n).(i—n-i)     ._B_a  (i—n).(i—n—i).(i-n—s).(i—n—3) 

(i-.n) .  ( j-n—i)  .(i-n-a) .  ( i-n~Z)  .(i-n-j)  .(i-n-B)  £_„_6 
a. 4.6. (ai—  i).(ai— 3). (ai— 5) 

^  est  une  fonction  de  p'  indépendante  de  y  ;  or  y-  et  //  entrant  de 
la  même  manière  dans  le  radical  précédent ,  ils  doivent  entrer  de 
la  même  manière  dans  l'expression  de  C  ;  on  a  donc 

l  a.(ai-x)  J 

y  étant  un  coefficient  indépendant  de  y  et  de  y!  ;  partant , 

,       „  v-   f  ,.        (i-n).(i-n-i)    ,.  „     1  5  f   .        (i-n).(i-n-i)  . 

t  a -fat—  1)  )  l  2. (ai — i) 

On  voit  ainsi  que  S  se  partage  en  trois  facteurs  ;  le  premier  indé- 
pendant de  y  et  de  y!  ;  le  second ,  fonction  de  y'  seul  ;  et  le  troi- 
sième ,  fonction  semblable  en  y.  Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  y. 

Pour  cela,  nous  observerons  que  si  i — n  est  pair  ;  on  a,  en 
supposant  y  =  o ,  et  y!  =  o , 

y.  {i.a.3  ft-nj}»  _  y-  {i.5.5-.f£— n— i;.i.5.5  ft+n— i;}" 

~~  (a 4,...(i—n) . (aWj j .(a£.-3;....(ï+it-H; } » ~~  ~  { 1 .3.5. . .  .fsi-i;}s  ' 

Si  i  —  n  est  impair,  on  aura,  en  ne  conservant  que  la  première 
puissance  de  y  et  de  y, 

 y. y. y'.  {i.a.5..  .("i— rcj}*  __y.y.y'.  {1 .3. 5. ..fi— n;.i.3.5....^'+n;}  » 

~  (a. 4  (i-wB— jj.fai— 5)  (i+n+a)}*  ~~  {1.3. 5  (ai—i)}~ 

Le  radical  précédent  devient .  en  négligeant  les  quarrés  de  y  et 


de 


{/•*— zRr, cos.(v— O+i?'}  -  +  Rr.yy'.  {ra— 2  ri?.  cos.(V » (/) 

Si 
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Si  l'on  substitue,  au  lieu  de  cos.(V — VJ,  sa  valeur  en  exponen- 
tielles imaginaires,  et  si  l'on  nomme  c,  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité  ;  la  partie  indépendante  de 
devient 

Le  coefficient  de  — — .  {  z  i  c   (  rm 

l  3  J  ' 

de  — p-j-.cos.  — dans  le  développement  de  cette  fonction , 
est 

a.i.5.5  fi  +  n— i;.i.5.5  (i  —  n—i) 

a.4-6.  .  .  .fi  +  7i;.a.4.6....fï-n;  S 
c'est  la  valeur  de  C ,  lorsque  i  — est  pair.  En  la  comparant  à 
celle  que  nous  venons  de  trouver  dans  le  même  cas  ,  on  aura 
:,__2  (i.3.5.... (ai—  iA»    i.(i  —  i)....(j  —  n  +  i) 
\     i.â.3....i    /''(i-ti)jiA:*).  <:  .(»+»)' 
Lorsque  n=o ,  il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient, 
et  alors  on  a 

/i.3.5  ai—  i\> 

* _  V    i-a.3....i    )  ' 

Pareillement,  le  coefficient  de  — ^.//./.cos.tzC^  —       dans  la 
fonction  (y),  est 

a.i.5.5....f£  +  n;.i.5.5... 

2.4.6  (i  +  n—lj.a.4.6...  .(i  —  n—i)y 

c'est  le  coefficient  de  dans  la  valeur  de  ,  lorsque  l'on  néglige 
les  quarrés  de  et  de  //,  et  lorsque  i — n  est  impair.  En  le  com- 
parant à  l'expression  que  nous  Amenons  de  trouver  pour  ce  coeffi- 
cient dans  le  môme  cas  ,  on  aura 

y—~m  (ai-l)Y       i.(i~l)....(i-n  +  l) 

\      1.2.3....  i      /  7i  +  iJ.(ï-|-2j  (i  +  n)' 

expression  qui  est  k  même  que  dans  le  cas  de  i — n  pair.  Si  n  =  o, 
on  aura  encore, 

f\.Z.h  (il — 1  j\  »  , 


î.a.o. . . .1 
Mécan.   cél.  Tome  II. 


Aa  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

l6.  De  ce  qui  précède,  nous  pouvons  conclure  la  forme 
générale  des  fonctions  Y^l]  de  p  ,  V \ — ^2.sin.  »,  et  V\ — f*a .  cos.  nr, 
qui  satisfont  à  l'équation  aux  différences  partielles 

En  désignant  par  £,  le  coefficient  de  sin./zw,  ou,  de  cos.n'™,  dans 
la  fonction  I*1®,*  on  aura 


 —  +  1.(1  +  1). 


n 

ê  est  égal  à  (1  —  ni*)*  multiplié  par  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  ^ ,  et  dans  ce  cas ,  on  a  par  le  n°.  précédent , 

-   f  -         (i  —  nl.fi  —  n — 1)      .  „  1 

(_  2.(21—1)  ) 

J&n  étant  une  arbitraire  ;  ainsi ,  la  partie  de  dépendante  de 
l'angle  n^,  est 

l  s-Cfls— x;  J 

^(n)  et  2#"v  étant  deux  arbitraires.  Si  l'on  fait  successivement  dans 
cette  fonction ,  n—o,n  =  i,  tt  =  a . . . .     =  i,-  la  somme  de  toutes 
les  fonctions  qui  en  résulteront ,  sera  l'expression  générale  de 
et  cette  expression  renfermera  2.i+i  arbitraires  B^°\ 

je&y'M*),  &c. 

Considérons  maintenant ,  une  fonction  S ,  rationnelle  et  entière 
de  l'ordre  5,  des  trois  coordonnées  orthogonales  x,j,  z.  Si  l'on 
représente  par  R ,  la  distance  du  point  déterminé  par  ces  coordon- 
nées ,  à  leur  origine  :  par  8 ,  l'angle  formé  par  R ,  et  par  l'axe  des  x  ; 
et  par  l'angle  que  le  plan  des  x  et  dvsj ,  forme  avec  le  plan  pas- 
sant par  R ,  et  par  l'axe  des  x    on  aura 

x  =  Ry.}     y=R.*/i — /*a.cos.<5r  j      z  =  R.Vri — ^\sin.-sr. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  S,  et  en  développant  cette  fonc- 
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tion ,  en  sinus  et  cosinus  de  l'angle  v  et  de  ses  multiples  ;  si  S  est  la 
fonction  la  plus  générale  de  l'ordre  s,  alors  àin. ni*  et  cos.  n ^ , 
seront  multipliés  par  des  fonctions  de  la  forme 

Ci— {^.^-n  +  -S.^_"~"  +  c.^s-"-2  +  &c.}5 

ainsi  la  partie  de  S,  dépendante  de  l'angle  ,  renfermera 
2.  (s  —  n+i)  constantes  indéterminées.  La  partie  de  S ,  dépen- 
dante de  l'angle  n  et  de  ses  multiples  ,  renfermera  donc  s.(s+i) 
indéterminées  :  la  partie  indépendante  de  ■w,  en  renfermera  5  +  1  ; 
S  renfermera  donc  (s+i)*  constantes  indéterminées. 

La  fonction  Y^+Y^+Y^  +  Y^  renferme  pareillement 

(s  +  1)1  constantes  indéterminées,  puisque  la  fonction  en 
renferme  2ï+i;  on  peut  donc  transformer  S,  dans  une  fonction 
de  cette  forme ,  et  voici  la  manière  la  plus  simple  d'exécuter  cette 
transformation. 

On  prendra,  par  ce  qui  précède,  l'expression  la  plus  générale 
de  on  la  retranchera  de  S,  et  l'on  déterminera  les  arbitraires 

de  Y^ ,  de  manière  que  les  puissances  et  les  produits  de  f*  et  de 
V  1  — y-y,  de  l'ordre  s,  disparaissent  de  la  différence  S — cette 
différence  deviendra  ainsi  une  fonction  de  l'ordre  s — 1,  que  nous 
désignerons  par  tS".  On  prendra  l'expression  la  plus  générale  dé 
Yis~^j  on  la  retranchera  de  S' ,  et  l'on  déterminera  les  arbitraires 
de  Y<-s~'>,  de  manière  que  les  puissances  et  les  produits  de  y  et  dé 
V^J. — f*4,  de  l'ordre  s — 1 ,  disparaissent  delà  différence  S' — Y^~^, 
En  continuant  ainsi,  on  déterminera  les  fonctions  rW,  F(s_') 
Y^-^,  &c. ,  dont  la  somme  forme  S. 

iy.  Reprenons  maintenant,  l'équation  du  n°.  i5, 

Supposons  R  fonction  de  y! ,  et  d'un  paramètre  a,  constant, 
pour  toutes  les  couches  de  même  densité,  et  variable  d'une  couche 
à  l'autre.  La  différence  dR  étant  prise  en  supposant  [*!  et  com- 

tans  ,  on  aura  dR=(^^j.da;  partant, 

^-^3^^).da.dAd^  ■ 
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Concevons  i?i+3  développé  dans  une  suite  de  cette  forme  , 

Z'^  étant,  quel  que  soit  i ,  une  fonction  rationnelle  et  entière  de 

Vx — //2.sin.  <J y  et  V x — y-'1, . cos. tr\  qui  satisfait  à  l'équation  aux 
différences  partielles , 

La  différence  de  Z1  w  prise  par  rapport  à  a  ,  satisfait  encore  à  cette 
équation,  et  par  conséquent  elle  est  de  la  même  forme;  on  ne 
doit  donc ,  én  vertu  du  théorème  général  du  n°.  12,  considérer 
que  le  terme  Z' w  dans  le  développement  de  Hl+3 ,  et  alors  on  a 

i+3         \    da    J  x 

Lorsque  le  sphéroïde  est  homogène  et  peu  différent  d'une  sphère, 
on  peut  supposer  p  =  1  ,  et  R  —  a.(x  +  a.y ' )  ;  on  a  alors ,  en  inté- 
grant par  rapport  à  a , 

V «  ==  -^r  ./Z  «  .dit 'M,  Q« . 

De  plus,  si  l'on  suppose  y'  développé  dans  une  suite  de  la  forme 
Y'^+Y'^  +  Y'^  +  Y'^+  &c, 

Y' co  satisfaisant  à  la  même  équation  aux  différences  partielles  que 
Z'-^i  on  aura  ,  en   négligeant  les   quantités   de  l'ordre 
Z'  «  =  (i  +  5; .  cl  .  ai+3 .  Y '  «  ;  on  aura  donc 

=  * .  ai+3  ./Y'  «  .dn'.d^'. 

Si  l'on  désigne  par  Y^ ,  ce  que  devient  Jr/(0,  lorsque  l'on  y  change 
et  w',  dans    et  -sry  on  a  par  le  n°.  n, 

on  a  donc  ce  résultat  remarquable  , 

Cette  équation  ayant  lieu,  quel  que  soit  Y"*0,  on  doit  en  con- 
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dure  généralement  que  la  double  intégration  de  la  fonction 
fZK0.dy.'.d™'.Qo:>,  prise  depuis  j/s* — i,  jusqu'à  y'=i,  et  depuis 

=  o  ,  jusqu'à  -sr'  =  2  t,  ne  fait  que  transformer  Z,(-°  dans 

i?co  étant  ce  que  devient  i?/c0  ,  lorsque  l'on  y  change  y!  et  -a-'  dans 
^  et  -3T  ;  on  a  donc 

4* 


£7«  =  - 


(i+3j.(ai  + 

et  la  triple  intégration  dont  dépend  £7C0,  se  réduit  à  une  seule 
intégration  prise  par  rapport  à  a,  depuis  <z  =  o  ,  jusqu'à  sa  valeur 
«à  la  surface  du  sphéroïde. 

L'équation  (î)  offre  un  moyen  très-simple  d'intégrer  la  fonction 
fY*-0  .Zco  .dy.dur,  depuis  y  — — i  ,  jusqu'à  y.  =  i  ,  et  depuis  ^=0, 
jusqu'à  <ar=:2T.  En  effet,  la  partie  de  Z"co  dépendante  de  l'angle  ré*, 
est,  par  ce  qui  précède,  de  la  forme  a.  {^c"\sin./z*3r  +  .5c'0.cos.7Z3r}, 
a  étant  égal  à 

.  .2  C  V  .      (i—n).(i  —  n—i)     .  •) 

on  aura  donc 

Y' c0  =  a' .  { ^ w .  sin.  nV  +  Bi"\  cos .n™'}  ; 
a'  étant  ce  que  devient  a,  lorsque  y.  se  change  en  y.'.  La  partie  de  DM 
dépendante  de  l'angle  n»,  est  par  le  n°.  précédent,  ^.aa'.cos./z^-©'^ 
ou  y*!. a.  {cos. cos.ra-ar' +  sin-tt-sr. sin. n™'~);  ainsi  la  partie  de 
l'intégrale  fY(S).dy!.dnr'.Çfr}  dépendante  de  l'angle  wm,  sera 

>A.sin.?zw./A'a.c?^/.c?'3r'.sin.ra'!3-'.  {^c'0.sin.  7zw'+ Z?^).  cos.  n<&'} 
+  >a .  C0S.7ÎOT ./a"  .  c/// .  d™  .  cos.n^' .  { -«dÉf"3 .  sin.      +  B00 .  cos.  tz^' ] 
En  exécutant  les  intégrations  relatives  à      cette  partie  devient 

y  a .  7T.  {  A^.  sin.  n<*+  BM.  cos.  zz ^}  ./a'2,  rf^'. 
mais  en  vertu  de  l'équation  (1)  ,  cette  même  partie  est  égale  à 

-—— .  a  .  {  3rfW .  sin.  n  * + -5e" 3 .  cos  «  »  ]  ; 

on  a  donc 

(3  1+  i;.  7 
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Représentons  maintenant,  par  {^4  rw  .sin.nn+B'00  .cos.rc^}  , 
la  partie  de  Z*-0  dépendante  de  l'angle  nv.  Cette  partie  doit  seule 
être  combinée  avec  la  partie  correspondante  de  J7(0,«  parce  que 
les  termes  dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  l'angle  &  et  de  ses 
multiples  ,  disparoissent  par  l'intégration  ,  dans  la  fonction 
fY^.Z^.d^.d^,  intégrée  depuis  nr  —  o,  jusqu'à  ^—-it;  on  aura 
ainsi ,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  YL0  dépendante  de  l'an- 
gle Tl-B  y 

'fh'.âp.d'v.  {^^.sin.nv+B^.cos.nvr} .  {^,(i'0.sm.n^+B'0'\cos.n^} 
-7T  f  ^^t'M+B°'\Bw}  Jk'di*=    4T  {^\^'™+BX"\B'w}. 

En  supposant  donc  successivement  dans  le  dernier  membre,  n  =  o, 
n=i,  n  =  2, . . . .  n  =  i  ;  la  somme  de  tous  ces  termes,  sera  la 
valeur  de  l'intégrale  fY^.Z^.dp.d™. 

Si  le  sphéroïde  est  de  révolution  ,  en  sorte  que  l'axe  avec  lequel 
le  rayon  R  forme  l'angle  * ,  soit  l'axe  même  de  révolution  ;  l'angle  m 
disparaîtra  de  l'expression  de  Z0\  qui  devient  alors  de  cette  forme , 

étant  une  fonction  de  a.  Nommons  *.co,  le  coefficient  de  ^'c,:), 
dans  cette  fonction  :  le  produit 

\      1-2.3  i       )    \       a.(ai-i)  J 

est  par  le  n°.  précédent,  le  coefficient  de  —  dans  le  développe- 
ment du  radical , 

zRr{w'+</\— f»'Vi- ^.cos.         ™')}  +-R4}"  *j* 

lorsque  l'on  y  suppose  et  //  égaux  à  l'unité.  Ce  coefficient  est  alors 
égal  à  1  ;  on  a  donc 

J.2.3....Ï         l       a.(a*-i;T       J  ' 
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c'est-à-dire  que  ac0  se  réduit  à  l'unité,  lorsque  /*=  i.  On  a  ensuite 

^râÊÈ.  Mit)-*- 

+      (21  +  1)  JX  \  daj 
Relativement  à  l'axe  de  révolution  ,  y.  =  i ,  et  par  conséquent , 
Tyco-  r    fdAl0\  . 

donc  si  l'on  suppose  que  relativement  à  un  point  placé  sur  le  pro- 
longement de  cet  axe  ,  on  a 

BC°)  BCO 

on  aura  la  valeur  de  ^relative  à  un  autre  point  placé  à  la  même 
distance  de  l'origine  des  coordonnées  ,  mais  sur  un  rayon  qui  fait 
avec  l'axe  de  révolution,  un  angle  dont  p  est  le  cosinus  ;  en  mul- 
tipliant les  termes  de  cette  valeur,  respectivement  par  ac°)  >SO 
>ï>\  &c.  '  ' 

Dans  le  cas  où  le  sphéroïde  n'est  point  de  révolution  ,  cette 
méthode  donnera  la  partie  de  indépendante  de  l'angle  ;  on 
déterminera  l'autre  partie  de  cette  manière.  Supposons  ,  pour  sim- 
plifier ,  le  sphéroïde  tel  qu'il  soit  partagé  en  deux  parties  égales  et 
semblables,  soit  par  l'équateur,  soit  par  le  méridien  où  l'on  fixe 
l'origine  de  l'angle  «■ ,  soit  par  le  méridien  qui  lui  est  perpendi- 
culaire. Alors  V  sera  fonction  de  sin.2^,  et  cos.'-sr,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  il  sera  fonction  de  ^,  et  des  cosinus  de 
l'angle  -i  *r  et  de  ses  multiples  ;  sera  donc  nul  ,  lorsque  i  est 
impair ,  et  dans  le  cas  où  il  est  pair,  le  terme  dépendant  de  l'angle 
s»»,  sera  de  la  forme 

r*n  r           \»  (  ;_a„     (i-m).(i — sn — I)     .  ■) 
C^.fi-^/.^  42;.i;     V— +&c.  }&a-*M* 

Relativement  h  un  point  attiré,  situé  dans  le  plan  de  l'équateur 
où  /*=  o  ,  la  partie  de  V ,  dépendante  de  ce  terme,  devient 

rfc-^L  1.5.5  f£  — fllt  — i; 

rH-'  " 2 . (i  +2 „  + 1; .  fi  +  zn  +  a)....(2i-i)  ' COS' 2 " "A 

d  où  il  suit  qu'ayant  développé  F,  dans  une  série  ordonnée  par 
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rapport  aux  cosinus  de  l'angle  2  <* ,  et  de  ses  multiples ,  lorsque 
le  point  attiré  est  situé  dans  le  plan  de  l'équateur  ;  il  suffira ,  pour 
étendre  cette  valeur  à  un  point  quelconque  attiré ,  de  multiplier 

cos.2rc'3r 

les  termes  dépendans  de  — — — — ,  par  la  fonction 

i.3.5  (i—zn—i)   1     rry   t  à.(hi~i)  V 

on  aura  donc  ainsi  la  valeur  entière  de  lorsque  cette  valeur 
sera  déterminée  en  série ,  pour  les  deux  cas  où  le  point  attiré  est 
situé  sur  le  prolongement  de  l'axe  du  pôle ,  et  où  il  est  situé  dans 
le  plan  de  l'équateur  ;  ce  qui  simplifie  beaucoup  la  recherche  de 
cette  valeur. 

Le  sphéroïde  que  nous  venons  de  considérer,  comprend  l'ellip- 
soïde. Relativement  à  un  point  attiré  situé  sur  l'axe  du  pôle  ,  que 
nous  supposerons  être  l'axe  des  x,  on  a.  par  le  n°.  2 ,  b  =  o ,  c  =  o , 
et  alors  l'expression  de  /^du  n°.  5,  est  intégrable  par  rapport  à  p. 
Relativement  à  un  point  situé  dans  le  plan  de  l'équateur ,  on  a 
a  =  o ,  et  la  même  expression  de  /^devient  encore  par  les  méthodes 
connues ,  intégrable  par  rapport  à  q  ,  en  y  faisant  tan  g.  q  —  t.  Dans 
ces  deux  cas,  l'intégrale  étant  prise  par  rapport  à  une  de  ces  varia- 
bles dans  ses  limites,  elle  devient  ensuite  possible  par  rapport  à 
l'autre ,  et  l'on  trouve  que  M  étant  la  niasse  du  sphéroïde ,  la  valeur 
y 

de  —  est  indépendante  du  demi-axe  h  du  sphéroïde,  perpendi- 
culaire à  l'équateur,  et  ne  dépend  que  des  excentricités  de  l'ellip- 

V 

soïde.  En  multipliant  donc  les  différens  termes  des  valeurs  de  — 

relatives  à  ces  deux  cas ,  et  réduites  en  séries  ordonnées  suivant  les 

puissances  de  - ,  par  les  facteurs  dont  nous  venons  de  parler ,  pour 
V 

avoir  la  valeur  de  ■—  relative  à  un  point  quelconque  attiré  ;  la 
M 

fonction  qui  en  résultera ,  sera  indépendante  de  h ,  et  ne  dépendra 
que  des  excentricités  ;  ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  que  nous  avons  démontré  dans  le  n°.  6. 

Si  le  point  attiré  est  placé  dans  l'intérieur  du  sphéroïde  ,  l'at- 
traction 


y 
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traction  qu'il  éprouve,  dépend,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  g, 
•.  de  k  fonction  p<»,  et  l'on  a  par  le  n°.  cilé  , 

£ij        s*?  .dR.dp'  .d-a' .  (KO 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  celte  forme  , 
rn         1        r  /d.R2-'\ 

v  =(^j'^\~d^r)-da-^'-^''Q^ 

Supposons        développé  dans  une  suite  de  la  forme 
Z"co  satisfaisant  à  l'équation  aux  différences  partielles 

Si  de  plus,  on  nomme  ce  que  devient  lorsque  l'on  y 
change  ^  en  n,  et  »'  en  ».j  on  aura  par  ce  qui  précède, 

on  aura  donc  ainsi ,  l'expression  de  /^relative  à  toutes  les  couches 
du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré.  La  valeur  de  V 
relative  aux  couches  par  rapport  auxquelles  il  est  extérieur,  se 
déterminera ,  comme  on  vient  de  le  voir. 


Mécan.  cèl.  Tome  11. 
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C  H  A  P  I  T  R  E  III. 

De  la  figure  d'une  masse  fluide  homogène  en  équilibre  ? 
et  douée  d'un  mouvement  de  rotation. 

l8.  Apbks  avoir  exposé  dans  les  deux  Chapitres  précédens  , 
la  théorie  des  attractions  des  sphéroides  ;  nous  allons  considère!* 
la  figure  qu'ils  doivent  prendre  en  vertu  de  l'action  mutuelle  de 
leurs  parties ,  et  des  autres  forces  qui  les  animent.  Nous  cherche- 
rons d'abord  la  figure  qui  satisfait  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide 
homogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  nous  donnerons 
une  solution  rigoureuse  de  ce  problême. 

Soient  a,  b,  c,  les  coordonnées  rectangles  d'un  point  quelconque, 
de  la  surface  de  celte  masse,  et  P,  Q,  R,  les  forces  qui  le  solli- 
citent parallèlement  à  ces  coordonnées  ,  ces  forces  étant  supposées 
tendre  à  les  diminuer.  Il  résulte  du  n°.  34  du  premier  Livre,  que 
pour  l'équilibre  de  la  masse  fluide  ,  il  suffit  que  l'on  ait 

o  =  P.da  +  Q.db  +  R.dc; 
pourvu  que  dans  l'évaluation  des  forces  P,Q,R,  on  ait  égard  à  la 
force  centrifuge  due  au  mouvement  de  rotation. 

Pour  évaluer  ces  forces ,  nous  supposerons  que  la  figure  de  la 
masse  fluide  ,  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ,  dont  l'axe  de 
rotation  est  l'axe  même  de  révolution.  Si  les  forces  P ,  Q ,  R ,  qui 
résultent  de  cette  hypothèse ,  substituées  dans  l'équation  précé- 
dente de  l'équilibre ,  donnent  l'équation  différentielle  de  la  surface 
de  l'ellipsoïde  ;  l'hypothèse  précédente  est  légitime  ,  et  la  figure 
elliptique  satisfait  à  l'équilibre  de  la  masse  fluide. 

Supposons  que  l'axe  des  a  soit  l'axe  même  de  révolution  ;  l'équa- 
tion à  la  surface  de  l'ellipsoïde  sera  de  cette  forme ,. 

a*  +  m.(b"--\-ca)=l->  ; 
l'origine  des  coordonnées  a,  b  ,  c  ,  étant  au  centre  de  l'ellipsoïde. 
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&  sera  le  demi-axe  de  révolution,  et  si  l'on  nomme  M,  la  masse 
de  l'ellipsoïde,  on  aura  par  le  n°.  2  , 

M=  j 

f  étant  la  densité  du  fluide.  Si  l'on  fait,  comme  dans  le  n°.  5, 
]  —  m  1 

— —  =    ,  on  aura  m  =  — — ,  et  par  conséquent , 

équation  qui  donnera  le  demi-axe  k ,  lorsque  x  sera  déterminé. 
Soit 

—  -3  .{*  — ang.tang.*}; 

B'  =  ^0  +*V-ang.tang.A— x}  ; 

on  aura^ar  le  n«.  5,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'attraction  de  la  masse 
fluide, 

P=^t'.a  ;  Q  =  B'.b  ;  R  =  B'.e. 
Si  l'on  nomme  g,  la  force  centrifuge  à  la  distance  1  de  l'axe  de 
rotation;  cette  force  à  la  distance  V¥+? ,  du  même  axe,  sera 
g.\/è'  +  c>  :  en  la  décomposant  parallèlement  aux  coordonnées  b 
et  c ,  il  en  résultera  dans  Q ,  le  terme  —  gb ,  et  dans  R ,  le  terme 
— gc;  on  aura  ainsi ,  en  ayant  égard  à  toutes  les  forces  qui  animent 
les  molécules  de  la  surface, 

P  =  ^'.a;        Q  =  (Bf-g).b  ;  R=(B'-g).C; 

l'équation  précédente  de  l'équilibre  deviendra  donc 

(B'—g) 

o  =  ada+—^.{b.db  +  c.dc}. 
L'équation  différentielle  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  est,  en  y  subs- 
tituant pour  m ,  sa  valeur  — — , 

i  +  v  * 

,  b.db+c.dc 
oz^adaA  '  • 

G  2 
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en  la  comparant  à  la  précédente  ,  on  aura 

(1  +  K>).(B'~  g)**4'i  (0 

or 

si  l'on  substitue  pour  A  '  et  B  '  leurs  valeurs ,  et  si  l'on  fait  -^—r=q- 
on  aura 

o  =  '     ,    '  ang.taiig.A;  (2) 

9  +à-K 

en  déterminant  donc  a,  par  cette  équation  qui  est  indépendante 
des  coordonnées  a,b,c -,  on  fera  coïncider  l'équation  de  l'équilibre, 
avec  celle  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  ;  d'où  il  suit  que  la  figure  ellip- 
tique satisfait  à  l'équilibre  ,  du  moins ,  lorsque  le  mouvement  de 
rotation  est  tel  que  la  valeur  de  a1  n'est  pas  imaginaire  ,  ou  lors- 
qu'étant  négative  ,  elle  n'est  pas  égale  ou  plus  grande  que  l'unité. 
Le  cas  de  a2  imaginaire  donneroit  un  solide  imaginaire  ;  celui  de 
K*  =  — 1 ,  donneroit  un  paraboloïde,  et  celui  de  a"  négatif  et  plus 
grand  que  l'unité ,  donneroit  un  liyperboloïde. 

1 Q  .  Si  l'on  nomme p  ,  la  pesanteur  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  j 
on  aura 

p  —  VP'+Q'  +  i?2. 

Dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ,  les  forces  P,  Q,  B,  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  a ,  b ,  c  ;  car  on  a  vu  dans  le  n°.  5, 
que  les  attractions  de  l'ellipsoïde,  parallèlement  à  ces  coordon- 
nées, leur  sont  respectivement  proportionnelles,  ce  qui  a  égale- 
ment lieu  pour  la  force  centrifuge  décomposée  parallèlement  aux 
mêmes  coordonnées/  Il  suit  de-là  ,  que  les  pesanteurs  aux  divers 
points  d'un  rayon  mené  du  centre  de  l'ellipsoïde  à  sa  surface ,  ont 
des  directions  parallèles ,  et  sont  proportionnelles  aux  distances 
à  ce  centre  ;  en  sorte  que  si  l'on  connoît  la  pesanteur  à  sa  surface  , 
on  aura  la  pesanteur  dans  l'intérieur  du  sphéroïde. 

Si  dans  l'expression  de  j9,  on  substitue  pour  P,  Q,  72,  leurs 
valeurs  données  dans  le  n°.  précédent ,  on  aura 

p  r=  V  ^lf\ct  +  (B  —g)* .  (b*  +  c*  j  ; 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  l'équation  (1)  du  11°.  précédent  % 

,  I    /         è3  +  ca" 
p  =  ^.\/a>  +  ^-s 
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mais  l'équation  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  donne 


on  aura  donc 


■a' 


V  »+*• 

a  est  égale  à  i  au  pôle ,  il  est  nul  à  l'équateur  •  d'où  il  suit  que  la 
pesanteur  au  pôle ,  est  à  la  pesanteur  à  l'équateur ,  comme  VT+k* 
est  à  l'unité,  et  par  conséquent ,  comme  le  diamètre  de  l'équateur 
est  à  l'axe  du  pôlev 

Nommons  ti  la  perpendiculaire  à  la  surface  de  l'ellipsoïde ,  pro- 
longée jusqu'à  la  rencontre  de  l'axe  de  révolution  ;  on  aura* 

partant 

A'.t 

ainsi  la  pesanteur  est  proportionnelle  à  f. 

Soit  4  le  complément  de  l'angle  que  t  fait  avec  l'axe  de  révolu^ 
tion  ;  4  sera  la  latitude  du  point  de  la  surface  ,  que  l'on  considère 
et  l'on  aura  par  la  nature  de  l'ellipse , 


t— 


on  aura  donc 


A'. h 


\/l  +Aa.COS.s.4.' 

et  en  substituant  pour  ^4'  sa  valeur ,  on  aura 

i^P-k-Çi+^f.  {k  —  ang . fang. A } 


(3) 


A3.  V  \  +  Aa.C0S.2.4 

cette  équation  donne  la  relation  entre  la  pesanteur  et  la  latitude  , 
mais  il  faut  pour  cela  déterminer  les  constantes  qu'elle  renferme. 

Soit  T,  le  nombre  de  secondes  que  1a  masse  fluide  emploie  à 
tourner  sur  elle-même  ;  la  force  centrifuge  g,  à  la  distance  i  de 

l'axe  de  rotation ,  sera  par  le  n°.  g  du  premier  Livre ,  égale  à  4~- 
on  aura  donc  T* 

g  12. 
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12.77a  ■ 

cequi  donne  4^p= — — .  Le  rayon  osculateur  du  méridien  elliptique, 
est  ;  ;  en  nommant  donc  c ,  la  grandeur  du  degré  a.  la 

fl-l-A^COS.^/ 

latitude  4  ,  on  aura 

/i+k*).7r.k 
 —  =  200,  C. 


Cette  équation  combinée  avec  la  précédente,  donne, 

Att  0  .(  l-U  h?)  .k  .  12. T 

y  —  =30Q.g.{i  +  ^.C03,,4}.-— •  ; 

on  aura  ainsi , 

r    .             »n    {K—  ang.tang.^}    18. w 
p  =  200.C.  { i       .eos.  4}  •  -z  — œr  . 

Soit  l ,  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait  une  oscillation  dans 
^lne  seconde  de  temps;  il  résulte  du  n°.  n  du  premier  Livre  ,  que 
p  —t'.I;  en  comparant  ces  deux  expressions  de p,  on  aura 

oâoo-c.  {k — ang.tang.  h)  .  {  i-f-V*.cos.a4)        ,  ,  v 

q^  wÂ&iz   h  w 

cette  équation  et  l'équation  (2  )  du  n°.  précédent ,  feront  connoître 
les  valeurs  de  q  et  de  a,  au  moyen  de  la  longueur  l  du  pendule 
à  secondes  et  de  la  grandeur  c  du  degré  du  méridien,  observées 
l'une  et  l'autre ,  à  la  latitude  4» 

Supposons  4  =  5o° ,  ces  équations  donneront 

80O.  C  ,     /  800.  C  Y  o 

les  observations  donnent ,  comme  on  le  verra  dans  la  suite , 

c = 1 ooooome ;       / = ome ,  74 1 608  ; 
on  a  de  plus  7=99727  ;  on  aura  ainsi , 

q  =  0, oo544g57  ;  =  0,00868767. 

Le  rapport  de  l'axe  de  l'équateur,  à  celui  du  pôle ,  étant  y  Ï+a*, 
il  devient  dans  ce  cas  ,  i,oo43544i  ;  pes  deux  axes  sont  à  fort  peu 
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près  dans  le  l'apport  de  aSi',7  à  20057  ,  et  par  ce  qui  précède,  les 
pesanteurs  au  pôle  et  à  l'équateur  sont  dans  le  même  rapport. 
On  aura  le  demi-axe  h ,  du  pôle,  au  moyen  de  l'équation 

200.C.(ï+\.h*)1  200 -C  '  g 

«—  —  ■  =  .  { 1-— "t^  +  etc.  };• 

ce  qui  donne 

A  —  6552534™. 

Pour  avoir  l'attraction  d'une  sphère  du  rayon  k,  et  d'une  densité 
quelconque  ;  on  observera  qu'une  sphère  du  rayon  k  et  de  la  den- 
sité p ,  agit  sur  un  point  placé  à  sa  surface,  avec  une  force  égale  à 
j^rp.i,  et  par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation  (5),  égale  à 

a3. p.  \f  i  +  r'a  ,  <i- 

TTTTTT 7  "  T  r  ou'  »  P-  i1 — ïï**"  +  &c-  }>  ou  enfin  à 

0,998697  .j9 ,  p  étant  la  pesanteur  sur  le  parallèle  de  5o°.  De-là 
il  est  aisé  de  conclure  la  force  attractive  d'une  sphère  d'un  rayon 
et  et  une  densité  quelconque  v  sur  un  point  placé  au- dehors  ou 
dans  son  intérieur. 

20.  Si  l'équation  (2)  du  n°.  18  étoit  susceptible  de  plusieurs 
racines  réelles  ;  plusieurs  figures  d'équilibre  conviendraient  au 
même  mouvement  de  rotation  ;  voyons  donc  si  cette  équation  a 
plusieurs  racines  réelles.  Pour  cela ,  nommons  <p ,  la  fonction 
g  a  -f-  2  q .  a3 

'  +  5 ^  ang.tang.A,  dont  l'égalité  à  zéro,  produit  l'équa- 
tion (2).  Il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  croître  a,  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  l'expression  de  p  commence  et  finit  par  être  posi- 
tive; ainsi,  en  imaginant  une  courbe  dont  a  soit  l'abscisse,  et  dont  <p 
soit  l'ordonnée  ,  cette  courbe  coupera  son  axe  ,  lorsque  A  =  o  ;  les 
ordonnées  seront  ensuite  positives  et  croissantes:  parvenues  à  leur 
maximum ,  elles  diminueront  ;  la  courbe  coupera  une  seconde  fois 
son  axe  ,  à  un  point  qui  déterminera  la  valeur  de  a  correspondante 
à  l'état  d'équilibre  de  la  masse  fluide:  les  ordonnées  seront  ensuite 
négatives,  et  puisqu'elles  sont  positives,  lorsque  a  =  co,  il  est 
nécessaire  que  la  courbe  coupe  une  troisième  fois  son  axe  ,  ce  qui 
détermine  une  seconde  valeur  de  a  qui  satisfait  à  l'équilibre.  On 
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voit  ainsi  que  pour  une  môme  valeur  de  q  ,  ou  pour  un  mouve- 
ment de  rotation  donné,  il  y  a  plusieurs  figures  avec  lesquelles 
l'équilibre  peut  subsister. 

Pour  déterminer  le  nombre  de  ces  figures ,  nous  observerons 
que  l'on  a 

Çh*.dh.  {q.K*+(  10 ç—  Gj.^+g  q} 

La  supposition  de  c/p  =  o,  donne 

o  —  q  ^  +  (ioq  —  6),^+yq  ; 
d'où  l'on  tire ,  en  ne  considérant  que  les  valeurs  positives  de  a., 

Ces  valeurs  de  a  déterminent  les  maxima  et  les  minima  de  l'or- 
donnée <p;  il  n'y  a  donc  que  deux  ordonnées  semblables  ,  du  côté 
des  abscisses  positives  ,  ce  qui  exige  que  de'ce  côté  ,  la  courbe  ne 
coupe  son  axe  qu'en  trois  points  ,  en  y  comprenant  l'origine  ; 
ainsi  le  nombre  des  figures  qui  satisfont  à  l'équilibre,  se  réduit 
à  deux. 

La  courbe,  du  côté  des  abscisses  négatives,  étant  exactement  la 
même  que  du  côté  des  abscisses  positives  ,  à  la  différence  près  du 
signe  des  ordonnées  ;  elle  coupe  son  axe  de  chaque  côté  ,  dans  des 
points  correspondons  équidistans  de  l'origine  des  coordonnées  ;  les 
valeurs  négatives  de  a  qui  satisfont  à  l'équilibre,  sont  donc  au 
signe  près,  les  mêmes  que  les  valeurs  positives  ;  ce  qui  donne 
les  mêmes  figures  elliptiques ,  puisque  le  quarré  de  a  entre  seul 
dans  la  détermination  de  ces  figures  ;  il  est  par  conséquent  inutile 
de  considérer  la  courbe ,  du  côté  des  abscisses  négatives. 

Si  l'on  suppose  q  fort  petit,  comme  cela  a  lieu  pour  la  terre  ; 
on  pourra  satisfaire  à  l'équation  (2)  du  n°.  18 ,  dans  les  deux  hypo- 
thèses de  a2  fort  petit ,  et  de  a2  fort  grand.  Dans  la  première  ,  on  a 
par  le  n°.  précédent , 

^  =  {?  +  T7-<7s+ 
Pour  avoir  la  valeur  de  a1  dans  la  seconde  hypothèse  ;  nous  obser  < 
verons  qii'alors  ,  ang.tang.  a  diffère  très-peu  de  £t;,  en  sorte  que 

si 
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.  .,  rr 

si  1  on  suppose  k  —  —  —     «.  sera  un  tres-petit  angle  dont  la  fan- 
i 

gente  est  -  ;  on  aura  donc 

A 

- 1      1  1 

et  par  conséquent , 

ang.tang.^_i+3-L- _L+  &c, . 

l'équation  (2)  du  n°.  18  deviendra  ainsi, 

,qA+2Ç.^3  T         1  1 

d'où  l'on  conclut  par  le  retour  des  suites  , 
Zt  8 


49 


=  2,356195.  2,546479—1,478885.^4-  &C. 

9 

On  a  vu  dans  le  n°.  précédent ,  que  relativement  à  la  terre  , 
<7  =  o,  oo544g57  ;  cette  valeur  de  q  substituée  dans  l'expression 
précédente  ,  donne  a  =  680, 4g.  Ainsi  le  rapport  des  deux  axes  de 
l'équateur  et  du  pôle,  rapport  qui  est  égal  à  V'i+x*  est  dans  le 
cas  du  sphéroïde  très-applati ,  égal  à  680, 4g. 

La  valeur  de  q  a  une  limite  au-delà  de  laquelle  l'équilibre  est 
impossible  avec  une  figure  elliptique.  Supposons,  en  effet,  que 
la  courbe  ne  coupe  son  axe  qu'à  son  origine ,  et  qu'elle  ne  fasse 
que  la  toucher  ailleurs  ;  on  aura  à  ce  point  de  contact ,  <p  =  o  ,  et 
dip  =  o;  la  valeur  de  ?  ne  sera  donc  jamais  négative,  du  côté  des 
abscisses  positives  ,  les  seules  que  nous  considérons  ici.  La  valeur 
de  q  déterminée  par  les  deux  équations  <p  —o ,  d?  =  o ,  sera  donc 
la  limite  de  celles  avec  lesquelles  l'équilibre  peut  subsister ,  en 
sorte  qu'une  plus  grande  valeur  rend  l'équilibre  impossible  ;  car  q 
étant  supposé  croître  de  /,  la  fonction  ?  augmente  du  terme 

9 +  3  A»  *  a*ns*  ^a  va^eur  de  <P  correspondante  à  q ,  n'étant  jamais 
négative ,  quel  que  soit  x ,  la  même  fonction  correspondante  à  q+f, 
est  constammen  t  positive ,  et  ne  peut  jamais  devenir  nulle  ;  l'équi- 
Mkcan.  cêl.  Tome  IL  H 
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libre  est  donc  alors  impossible.  Il  résulte  encore  de  cette  analyse, 
qu'il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  réelle  et  positive  de  q ,  qui  satis- 
fasse aux  deux  équations  <p  =  o,  et  d<p~o.  Ces  équations  donnent 
les  suivantes , 

_          6  à*   \ 

y-(l+K*).(9+~)> 

7A5+3o.^3-f-27.\ 
o  =  — -  ang.tang.  k 

La  valeur  de  a  qui  satisfait  à  cette  dernière  équation ,  est  *  —  2,5292  ; 
d'où  l'on  tire  q  =  0,067007  ;  la  quantité  V'i  +  k*,  qui  exprime 
le  rapport  de  l'axe  de  l'équateur  à  celui  du  pôle,  est  dans  ce  cas, 
égale  à  2,7197. 

La  valeur  de  q  relativement  à  la  terre ,  est  égale  à  0,00544957. 
Cette  valeur  répond  à  une  durée  de  rotation  de  o'-,99727  ;  or  on  a 

généralement  q  ~       ,  en  sorte  que  par  rapport  aux  masses  de 

même  densité,  q  est  proportionnel  à  la  force  centrifuge  g  du  mou- 
vement de  rotation ,  et  par  conséquent  en  raison  inverse  du  quarré 
du  temps  de  la  rotation  ;  d'où  il  suit  que  relativement  à  une  masse 
de  même  densité  que  la  terre,  le  temps  delà  rotation  qui  répond  à 
'q  =  0,007007, est  de  o'-,ioogo.  De-là  résultent  ces  deux  théorèmes  : 

«  Toute  masse  fluide  homogène  d'une  densité  égale  à  la  moyenne 
»  densité  de  la  terre  ,  ne  peut  pas  être  en  équilibre  avec  une  figure 
»  elliptique  ;  si  le  temps  de  sa  rotation  est  moindre  que  o'-,ioogo. 
»  Si  ce  temps  est  plus  considérable  ;  il  y  a  toujours  deux  figures 
»  elliptiques  et  non  davantage  ,  qui  satisfont  à  l'équilibre. 

»  Si  la  densité  de  la  masse  fluide  est  différente  de  celle  de  la 
»  terre  ;  on  aura  le  temps  de  la  rotation ,  dans  lequel  l'équilibre  cesse 
»  d'être  possible  avec  une  figure  elliptique;  en  multipliant  o>-,  10090, 
»  par  la  racine  quarrée  du  rapport  de  la  densité  moyenne  de  la 
»  terre  ,  à  celle  de  la  masse  fluide  ». 

Ainsi  relativement  à  une  masse  fluide  dont  la  densité  ne  seroit 
qu'un  quart  de  celle  de  la  terre  ,  ce  qui  a  lieu  à-peu-près  pour  le 
soleil ,  ce  temps  seroit  de  o'-,  2oi84;  et  si  la  densité  de  la  terre 
supposée  fluide  et  homogène,  étoit  environ  98  fois  moindre  que 


9 
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sa  densité  actuelle  ,  la  figure  qu'elle  devroit  prendre  ,  pour  satis- 
faire à  son  mouvement  actuel  de  rotation  ,  seroit  la  limite  de  toutes 
les  figures  elliptiques  avec  lesquelles  l'équilibre  peut  subsister.  La 
densité  de  Jupiter  étant  environ  cinq  fois  moindre  que  celle  de 
la  terre,  et  la  duréede  sa  rotation  étant  de  o',4i577;  on  voit  que 
cette  durée  est  dans  les  limites  de  celles  de  l'équilibre. 

On  pourrait  croire  que  la  limite  de  q,  est  celle  où  le  fluide 
commencerait  à  se  dissiper,  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation 
trop  rapide  ;  mais  il  est  facile  de  se  convaincre  du  contraire  ,  en 
observant  que  par  le  n°.  ig ,  la  pesanteur  à  l'équateur  de  l'ellip- 
soïde ,  est  à  la  pesanteur  au  pôle  ,  dans  le  rapport  de  l'axe  du  pôle 
à  celui  de  l'équateur,  rapport  qui  dans  ce  cas  est  celui  de  1  à 
2,7197;  l'équilibre  cesse  donc  d'être  possible,  parce  qu'avec  un 
mouvement  de  rotation  plus  rapide  ,  il  est  impossible  de  donner 
à  la  masse  fluide  ,  une  figure  elliptique  ,  telle  que  la  résultante  de 
son  attraction  et  de  la  force  centrifuge ,  soit  perpendiculaire  à  la 
surface. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici,  a"  positif,  ce  qui  donne  des  sphé- 
roïdes applatisvers  les  pôles; examinons  présentement  si  l'équilibre 
peut  subsister  avec  une  figure  allongée  vers  les  pôles.  Soit  alors , 
Aa  = — a'2,-  k"  doit  être  positif  et  moindre  que  l'unité,  autrement, 
l'ellipsoïde  se  changerait  en  hyperboloïde.  La  valeur  précédente 
de  d<p  donne 

~\*.dh.  [q  A*+  (ioq  —  § J-A2+  qq) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o.  En  substituant  au  lieu  de  a, 
sa  valeur  ±  a'.  V — 1 ,  on  aura 


or  il  est  clair  que  les  élémens  de  cette  dernière  intégrale  sont  tous 
de  même  signe,  depuis  a"=  o,  jusqu'à  a'2  =  i;  la  fonction  <p  ne 
peut  donc  jamais  devenir  nulle  dans  cet  intervalle;  ainsi  l'équi- 
libre ne  peut  subsister  avec  une  figure  allongée  vers  les  pôles. 

21.  Si  le  mouvement  de  rotation  primitivement  imprimé  à 
une  masse  fluide ,  est  plus  rapide  que  celui  qui  convient  à  la  limite 

H  2 
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de  q~,  il  ne  faut  pas  en  conclure  qu'elle  ne  peut  pas  être  en  équilibre 
avec  une  figure  elliptique  ;  car  on  conçoit  qu'en  s'applatissant  de 
plus  en  plus  ,  elle  prendra  un  mouvement  de  rotation ,  de  moins 
en  moina rapide  ;  en  supposant  donc  qu'il  existe,  comme  dans  tous 
les  fluides  connus  ,  une  force  de  ténacité  entre  ses  molécules ,  cette 
masse  après  un  grand  nombre  d'oscillations ,  pourra  enfin  par- 
venir à  un  mouvement  de  rotation ,  compris  dans  les  limites  de 
l'équilibre  ,  et  se  fixer  à  cet  état.  Mais  cette  possibilité  n'est  encore 
qu'un  apperçu  qu'il  est  intéressant  de  vérifier;  il  est  également 
intéressant  de  savoir  s'il  y  a  plusieurs  états  possibles  d'équilibre; 
car  ce  que  nous  venons  de  démontrer  sur  la  possibilité  des  deux 
états  d'équilibre  ,  correspondais  à  un  même  mouvement  de  rota- 
tion, n'entraîne  pas  la  possibilité  de  deux  états  d'équilibre  cor- 
respondans  à  une  même  force  primitive  ;  puisque  les  deux  états 
d'équilibre  relatifs  à  un  même  mouvement  de  rotation ,  exigent 
deux  forces  primitives  différentes ,  ou  différemment  appliquées. 

Considérons  donc  une  niasse  fluide ,  agitée  primitivement  par 
des  forces  quelconques ,  et  ensuite  abandonnée  à  elle-même ,  et  à 
l'attraction  mutuelle  de  toutes  ses  parties.  Si  par  le  centre  de  gra- 
vité de  cette  masse  supposée  immobile  ,  on  conçoit  un  plan  par 
rapport  auquel  la  somme  des  aires  décrites  sur  ce  plan,  par  chaque 
molécule  ,  et  multipliées  respectivement  par  les  molécules  corres- 
pondantes ,  soit  à  l'origine  du  mouvement ,  un  maximum  ;  ce  plan 
jouira  constamment  de  cette  propriété,  par  les  nos.  21  et  22  du 
premier  Livre, quelle  que  soit  la  manière  dont  les  molécules  agissent 
les  unes  sur  les  autres  ,  soit  par  leur  ténacité ,  soit  par  leur  attrac- 
tion ,  et  leur  choc  mutuel ,  dans  le  cas  même  où  il  y  auroit  des 
pertes  de  mouvement,  brusques  et  finies  dans  un  instant;  ainsi 
lorsqu'après  un  grand  nombre  d'oscillations ,  la  masse  fluide  pren- 
dra un  mouvement  de  rotation  uniforme,  autour  d'un  axe  fixe, 
cet  axe  sera  pei-pendiculaire  au  plan  dont  nous  venons  de  parler, 
qui  sera  celui  de  l'équateur ,  et  le  mouvement  de  rotation  sera  tel 
que  la  somme  des  aires  décrites  pendant  l'instant  dt ,  par  les  molé- 
cules projetées  sur  ce  plan ,  sera  la  même  qu'à  l'origine  du  moïive- 
ment  ;  nous  désignerons  par  E.dt,  cette  dernière  somme. 

Nous  observerons  ici  ,  que  l'axe  dont  il  s'agit ,  est  celui  par 
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rapport  auquel  la  somme  des  momens  des  forces  primitives  du 
système ,  étoit  un  maximum.  Il  conserve  cette  propriété ,  pendant 
le  mouvement  du  système,  et  devient  enfin  l'axe  de  rotation  ;  car, 
ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  nos.  cités  du  premier  Livre, 
sur  le  plan  du  maximum  des  aires  projetées ,  s'applicpje  à  l'axe  du 
plus  grand  moment  des  forces  ■  puisque  l'aire  élémentaire  décrite 
par  la  projection  du  rayon  vecteur  d'un  corps  sur  un  plan 
et  multipliée  par  sa  masse,  est  évidemment  proportionnelle  au 
moment  de  la  force  finie  de  ce  corps  ,  par  rapport  à  l'axe  perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

Soit  comme  ci-dessus ,  g  la  force  centrifuge  due  au  mouvement 
de  rotation ,  à  la  distance  .1  de  l'axe  ;  i/g  sera  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  ;  nommons  ensuite  k  ,  le  demi-axe  de  rotation  de  la 
masse  fluide,  et  k.  Vi-f  a%  ]e  demi-axe  de  son  équateur.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  la  somme  des  aires  décrites  pendant  l'ins- 
tant dt ,  par  toutes  les  molécules  projetées  sur  le  plan  de  l'équa- 
teur ,  et  multipliées  respectivement  par  les  molécules  correspon- 
dantes, est  ■~.(i+*.*)\&>fdt.  y/g;  on  aura  donc 

En  nommant  ensuite  M  la  masse  fluide,  on  aura 

la  quantité  j—  ,  que  nous  avons  nommée  q,  dans  le  n°.  18,  de- 

vient  ainsi  ,  q'.(i+jS)  ^  en  désignant  par  q'  la  fonction 
25.£a.Cf  TPjr 

 To          L'équation  du  même  n°.  devient 

M~ 

0=  9*  +  aq'.h*.(i  +K*f  » 

j+toï  -ang.tang.  A, 

Cette  équation  déterminera  a  ;  on  aura  ensuite  *,  au  moyen  de 
l'expression  précédente  de  M. 
Nommons  <p,  la  fonction 

3*.  +  aq'.f,3.(i  -f  v;~T 

9 +  3*.  ang.tang.  a  , 
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qui  doit  être  égale  à  zéro,  par  la  condition  de  l'équilibre  :  cette 
fonction  commence  par  être  positive  ,  lorsque  *  est  très-petit ,  et 
finit  par  être  négative  ,  lorsque  *  est  infini;  il  existe  donc  entre 
K  _  0 .  et  K  infini,  une  valeur  de  qui  rend  cette  fonction  nulle, 
et  par  conséquent ,  il  y  a  toujours ,  quel  que  soit  q,  une  figure 
elliptique  ,  avec  laquelle  la  masse  fluide  peut  être  en  équilibre. 
On  peut  mettre  la  valeur  de  <p  ,  sous  cette  forme  intégrale, 


Lorsqu'elle  devient  nulle,  la  fonction 


27  <7 


+  i8q'—  {?V+i8.fi  +  *m;j}: 


a  déjà  passé  par  zéro  ,  pour  devenir  négative  ;  or  dès  l'instant  où 
-cette  fonction  commence  à  être  négative  ,  elle  continue  de  l'être  à 
mesure  que  k  augmente  ;  parce  que  la  partie  positive        +  *8  q' , 

diminue,  tandis  que  la  partie  négative,  —  {q'^+ 18. (  1  +  } 
augmente;  la  fonction  <?  ne  peut  donc  pas  devenir  deux  fois  nulle; 
d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  réelle  et  positive  de  * 
qui  satisfasse  à  l'équation  de  l'équilibre ,  et  par  conséquent ,  le 
fluide  ne  peut  être  en  équilibre,  qu'avec  une  seule  figure  elliptique. 
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CHAPITRE  IV. 


De  la  figure  d'un  sphéroïde  très-peu  différent  d'une  sphère 
et  recouvert  d'une  couche  de  fluide  en  équilibre. 

11.  N  ous  avons  considéré  dans  le  Chapitre  précédent,  l'équi- 
libre d'une  masse  fluide  homogène,  et  nous  avons  trouvé  que  la 
figure  elliptique  satisfait  à  cet  équilibre  ;  mais  pour  avoir  une 
solution  complète  de  ce  problème,  il  faudroit  déterminer  à  priori  , 
toutes  les  figures  de  l'équilibre,  ou  s'assurer  que  la  figure  ellipti- 
que est  la  seule  qui  en  remplisse  les  conditions;  d'ailleurs,  il  est 
très-probable  que  les  corps  célestes  ne  sont  pas  des  masses  homo- 
gènes ,  et  qu'ils  sont  plus  denses  vers  le  centre,  qu'à  la  surface; 
on  ne  doit  donc  pas  dans  la  recherche  de  leur  figure",  se  borner 
au  cas  de  l'homogénéité  :  mais  alors ,  cette  recherche  présente  de 
grandes  difficultés.  Heureusement,  elle  se  simplifie  par  la  consi- 
dération du  peu  de  différence  qui  existe  entre  la  figure  sphéri- 
que,  et  celles  des  planètes  et  des  satellites;  ce  qui  permet  de  négli- 
ger le  quarré  de  cette  différence  et  des  quantités  dont  elle  dépend. 
Malgré  ces  simplifications ,  la  recherche  de  la  figure  des  planètes 
est  encore  très-compliquée.  Pour  la  traiter  avec  la  plus  grande 
généralité ,  nous  allons  considérer  l'équilibre  d'une  masse  fluide 
qui  recouvre  un  corps  formé  de  couches  d'une  densité  variable , 
doué  d'un  mouvement  de  rotation ,  et  sollicité  par  l'attraction  de 
corps  étrangers.  Pour  cela ,  nous  allons  rappeler  les  lois  de  l'équi- 
libre des  fluides ,  que  nous  avons  démontrées  dans  le  premier  Livre. 

Si  l'on  nomme  p ,  la  densité  d'une  molécule  fluide  ;  n,  la  pression 
qu'elle  éprouve  ;  F,  F',  F",  &c,  les  forces  dont  elle  est  animée; 
dfi  df,  df",  &c. ,  les  élémens  des  directions  de  ces  forces  ;  l'équa- 
tion générale  de  l'équilibre  de  la  masse  fluide,  sera  par  le  n°.  17  du 
premier  Livre , 

~  =  F.df^F'.df  +  F".  df"  +  &c. 
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Supposons  que  le  second  membre  de  cette  équation  ,  soit  une  dif- 
férence exacte  ;  en  désignant  par  d<t> ,  cette  différence  ,  p  sera  né- 
cessairement fonction  de  n  et  de  ?  :  l'intégrale  de  cette  équation 
donnera  ? ,  en  fonction  de  n  ;  on  pourra  donc  réduire  p  ,  a  n'être 
fonction  que  de  n ,  d'où  l'on  tirera  n  en  fonction  de  p  ;  ainsi , 
relativement  aux  couches  de  densité  constante,  on  aura  dn  =  o, 
et  par  conséquent, 

o  = F.  df+  F',  df + F  \df + &c.  ; 

équation  qui  indique  que  la  force  tangentielle  à  la  surface  de  ces 
couches  ,  est  nulle ,  et  par  conséquent ,  que  la  résultante  de  toutes 
les  forces  F ,  F',  F",  &c. ,  est  perpendiculaire  à  cette  surface;  en 
sorte  que  ces  couches  sont  en  même  temps  couches  de  niveau. 

La  pression  n  étant  nulle  à  la  surface  extérieure ,  p  doit  y  être 
constant ,  et  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  animent  chaque 
molécule  de  cette  surface ,  lui  est  perpendiculaire.  Cette  résultante 
est  ce  que  l'on  nomme  pesanteur.Ties  conditions  de  l'équilibre  d'une 
masse  fluide  sont  donc,  i°.  que  la  direction  de  la  pesanteur  soit 
perpendiculaire  à  chaque  point  de  la  surface  extérieure;  20.  que 
dans  l'intérieur  de  la  masse  ,  les  directions  de  la  pesanteur  de 
chaque  molécule ,  soient  perpendiculaires  à  la  surface  des  couches 
de  densité  constante.  Comme  on  peut  dans  l'intérieur  d'une  masse 
homogène ,  prendre  telles  couches  que  l'on  veut ,  pour  couches 
de  densité  constante  ;  la  seconde  des  deux  conditions  précédentes 
de  l'équilibre,  est  toujours  satisfaite,  et  il  suffit  pour  l'équilibre, 
que  la  première  soit  remplie  ;  c'est-à-dire  que  la  résultante  de 
toutes  les  forces  qui  animent  chaque  molécule  de  la.  surface  exté- 
rieure ,  soit  perpendiculaire  à  cette  surface. 

a3.  Dans  la  théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  ;  les  forces 
F ,  F',  F",  &c. ,  sont  produites  par  l'attraction  de  leurs  molécules , 
par  la  force  centrifuge  due  à  leur  mouvement  de  rotation ,  et  par 
l'attraction  des  corps  étrangers.  Jl  est  facile  de  s'assurer  que  la 
différence  F.df+F'  .df'+  tkc,,  est  alors  exacte  ;  mais  on  le  verra 
clairement  par  l'analyse  que  nous  allons  faire  de  ces  différentes 
forces,en  déterminant  la  partie  de  l'intégrale  /.  (F.  df-[-F'- df'+lkc.) 
qui  est  relati  ve  à  chacune  d'elles. 

Si 
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Si  l'on  nomme  dM,  une  molécule  quelconque  du  sphéroïde, 
et jf  sa  distance  à  la  molécule  attirée  •  son  action  sur  cette  dernière 

sera  En  multipliant  cette  action ,  par  l'élément  de  sa  direc- 
tion, qui  est  — df,  puisqu'elle  tend  à  diminuer  y,  on  aura  rela- 
tivement à  l'action  de  la  molécule  d  M ,  fF df—      ;  d'où  il  suit 

que  la  partie  de  l'intégrale  f(F.df+F'.df'  +  &cj  qui  dépend 
de  l'attraction  des  molécules  du  sphéroïde ,  est  égale  à  la  somme 
de  toutes  ces  molécules  divisées  par  leurs  distances  respectives 
à  la  molécule  attirée.  Nous  représenterons  celte  somme  par  f^, 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment. 

On  se  propose  ,  dans  la  théorie  de  la  figure  des  planètes  ,  de 
déterminer  les  loix  de  l'équilibre  de  toutes  leurs  parties  ,  autour 
de  leur  centre  commun  de  gravité  ;  il  faut  donc  transporter  en 
sens  contraire ,  à  la  molécule  attirée ,  toutes  les  forces  dont  ce 
centre  est  animé  en  vertu  de  l'action  réciproque  de  toutes  les  par- 
ties du  sphéroïde  ;  mais  on  a  vu  dans  le  n°.  20  du  premier  Livre , 
que  par  la  propriété  de  ce  centre  ,  la  résultante  de  toutes  ce3  ac- 
tions sur  ce  point,  est  nulle,»  il  n'y  a  donc  rien  à  ajouter  à 
pour  avoir  l'effet  total  de  l'attraction  du  sphéroïde  sur  la  molécule 
attirée. 

Pour  déterminer  l'effet  de  la  force  centrifuge  ;  nous  supposerons 
la  position  de  la  molécule,  déterminée  par  les  trois  coordonnées 
rectangles  y',  z',  dont  nous  fixerons  l'origine ,  au  centre  de  gra- 
vi té  du  sphéroïde.  Nous  supposerons  ensuite  que  l'axe  des  x'  est 
l'axe  de  rotation,  et  que  g  exprime  la  force  centrifuge  due  à  la 
vitesse  de  rotation,  à  la  distance  1  de  l'axe.  Cette  force  sera 
nulle  dans  le  sens  des  x' ,  et  égale  à  gy'  etgz'  dans  le  sens  des  y' 
et  des  z  ;  en  multipliant  donc  ces  deux  dernières  forces,  respec- 
tivement par  les  élémens  dy'  et  dz  de  leurs  directions ,  on  aura 
i  g- +  pour  la  partie  deYintégrale  f(F.df+F' .df+&c), 
qui  est  due  à  la  force  centrifuge  du  mouvement  de  rotation. 

Si  l'on  nomme  comme  ci  dessus  ,  ?•  la  distance  de  la  molécule 
attirée  ,  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde  ;  6  l'angle  que  le  rayon  r 
forme  avec  l'axe  des  x ';  et  ^l'angle  que  forme  le  plan  qui  passe  par 
Méc/  v.  cél.  Tome  II,  I 
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l'axe  de  *'  et  par  cette  molécule,  avec  le  plan  des  x'  et  des  y'  -, 
enfin,  si  l'on  fait  cos.  9  =  f-;  on  aura 

x'  —  r.[J-;    y'—r.V\ — //.".cos.ot;    z'  =  j\V\ — ^\  sin.  ^  j 
d'où  l'on  tire 

ïg-(y"  +  **)  =  ïg-'*'(l—  If)' 
Nous  mettrons  cette  dernière  quantité  ,  sous  la  forme  suivante, 

pour  assimiler  ses  termes,  à  ceux  de  l'expression  de  V \  que  nous 
avons  donnée  dans  le  Chapitre  II  j  c'est-à-dire,  pour  leur  donner 
la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  aux  différences  partielles, 


dairs  laquelle  Y^>  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  <x , 
Vx  —  cos.  w ,  et  V  1 — ^.sin.w,  du  degré  i  ;  car  il  est  clair  que 
chacun  des  deux  termes  ^giA  et  —  \gr\(^—  Insatisfait  pour  Y{l), 
à  l'équation  précédente. 

Il  nous  reste  présentement  à  déterminer  la  partie  de  l'intégrale 
f(F.df+  F'.df'  +  &cj  qui  résulte  de  l'action  des  corps  étrangers. 
Soit  S  la  masse  d'un  de  ces  corps ,/  sa  distance  à  la  molécule  attirée, 
et  s  sa  dislance  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde.  En  multipliant 
son  action  par  l'élément  —  df  de  sa  direction  ,  et  en  l'intégrant 

ensuite ,  on  aura  -y.  Ce  n'est  pas  la  partie  entière  de  l'intégrale 

f(F.df+  F'  .df  +  &c.)  due  à  l'action  de  S  ;  il  faut  encore  trans- 
porter en  sens  contraire ,  à  la  molécule ,  l'action  de  ce  corps  ,  sur 
le  centre  de  gravité  du  sphéroïde.  Pour  cela ,  nommons  v  l'angle 
que  s  forme  avec  l'axe  des  x',  et  4,  l'angle  que  forme  le  plan  qui 
passe  par  cet  astre  et  par  le  corps  S,  avec  le  plan  des  x'  et  des  y. 

L'action  —  de  ce  corps ,  sur  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  , 

< .  •   ■  ^.i*    "*  'x  , 

décomposée  parallèlement  aux  axes  des  x\  des  y'  et  des  **,  pro- 
duira les  trois  forces  suivantes  , 

—  .cos.e  ;     —  .3W."P.X5QS.4>i?-     —-sin.  <>.sin.4- 
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En  les  transportant  en  sens  contraire  ,  à  la  molécule  attirée ,  ce  qni 
revient  à  les  faire  précéder  du  signe  — ,  en  les  multipliant  ensuite 
par  les  élémens  dx',  dy',  dz',  de  leurs  directions,  et  en  les  inté- 
grant ;  la  somme  de  ces  intégrales  sera 
5 

 {x'.cos.*>+>j/.sin.t>.cos.4  +  3\sin.<;.sin.4}  +  constante; 

la  partie  entière  de  l'intégrale  f(F.df~\-F'.df'-\-  ?kc.)  due  à 
l'action  du  corjis  S ,  sera  donc 
5  S 

-~r  -.  {x'.cos  p+y' .s'm.p.cos.4  +  z'.shi^.sin.4-}  +  constante  ; 

J      f*     "  , 

et  comme  cette  quantité  doit  être  nulle,  par  rapport  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde,  que  nous  supposons  immobile,  et  que 
relativement  à  ce  point  ,f  devient  s ,  et  x', y\  z'  sont  nuls  ;  on  aura, 

S 

constante  =  . 

Maintenant,  f  est  égal  à 

< 

{(s.  cos.f  —  x'^+Cs.  sin.  v .cos. 4 — y'T^C s- sn1-  ♦'•sin. 4- — z')'} 
ce  qui  donne  ,  en  substituant  pour  x\  y',  z',  leurs  valeurs  précé- 
dentes , 

S_  5  

f        j/j' —  2îi'.  |  cos.  v .  cos.  6  -j"  s'n-  v.sin.  fl  .  cos.  (i?  —  + 

Si  l'on  réduit  cette  fonction ,  dans  une  suite  descendante  par  rap- 
port aux  puissances  de  s ,  et  que  l'on  représente  ainsi  cette  suite , 

s    {.  s  s*-  sJ  J 

on  aura  généralement  par  les  nos.  i5  et  17, 

1.3.5  rai— ij   f  .    i.fi— 1)     a       i.(i-i).fi^).(i-Z)   ,■  ,   0  1 

P<,0  =  !  _Z.  \  p  \  '  1  1  il  il  <^-4_  &c.  . 

1.2.3  1      (      a.  (ni — 1)  a.  4- J 

£  étant  égal  à  cos.^.cos. 9  +  sin.f  .sin.  S. cos. (V — 4) s  il  est  visible 
d'ailleurs  par  le  n°.  g ,  que  l'on  a 

C  djj.  )       1  —  [j-p 

I  2 
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en  sorte  que  les  termes  de  la  série  précédente  ,  ont  cette  propriété 
commune  avec  ceux  de  V.  On  aura ,  cela  posé , 
5       5  5 

 - .  (V .  cos.  t>  +y .  sin .  t> .  cos  .4 + £^  sin.  ."  sin .  4,) 

/  5 

=  —  Ap^+-.pw+-.P^+  &c). 

S3        {  S  ï*  J 

S'il  y  a  d'autres  corps ,  S',  S",  &c.  ;  en  désignant  par  s',  p,  4',  F*0  ; 
s",  p",  4",  P"co,  &c.  ,  ce  que  nous  avons  nommé  s,  p,  4,  F°, 
relativement  au  corps  S'  ;  on  aura  les  parties  de  l'intégrale 
f(F.df+F'.df+  &c.) ,  dues  à  leur  action,  en  marquant  d'un 
trait ,  de  deux  traits ,  &c. ,  les  lettres  s ,  p  ,  4  et  P,  dans  l'expres- 
sion précédente  de  la  partie  de  cette  intégrale  ,  due  à  l'action 
de  S. 

Si  l'on  rassemble  maintenant ,  toutes  les  parties  de  cette  inté- 
grale ,  et  si  l'on  fait 

3  ' 

5  .  jpw+ jL.  F  «  +  &c.  —  ë- .  (V—  fy=i\2P*} 


s 


&C.  , 

a  étant  un  très-petit  coefficient ,  parce  que  la  condition  d'un  sphé- 
roïde très-peu  différent  de  la  sphère  ,  exige  que  les  forces  qui 
l'écartent  de  cette  figure ,  soient  très-petites  ;  on  aura 
/{ Fdf+F'.  Jf +&c.}  =^+ar\{Z^+ZV+r.ZW+j'\Z  4>+  &c.)  ; 
Z^  satisfaisant ,  quel  que  soit  i  ,  à  l'équation  aux  différences  par- 
tielles , 

.=Hf-wH-s-)I[  |  (*.r>,m 

L'équation  générale  de  l'équilibre  sera  donc 
fîl=r+«r\{Zw->rZ^+r.Z^  +  r\Z™+  &c.}.  (i) 
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Si  les  corps  étrangers  sont  très-éloignés  du  sphéroïde,  on  pourra 
négliger  les  quantités  r3.ZC3),  i*.ZS&-t  &c.  ;  parce  que  les  différens 
termes  de  ces  quantités ,  étant  divisés  respectivement  par  s4,  s5,  &c. , 
s'\  s'%  &c. ,  ces  termes  deviennent  très-petits ,  lorsque  s ,  s'.  &c. , 
sont  fort  grands  par  rapport  à  r.  Ce  cas  a  lieu  pour  les  planètes  et 
les  satellites  ,  à  l'exception  de  Saturne  dont  l'anneau  est  trop  près 
de  sa  surface ,  pour  n'avoir  pas  égard  aux  termes  précédens.  Il  faut 
donc ,  dans  la  théorie  de  la  figure  de  cette  planète ,  prolonger  le 
second  membre  de  l'équation  (  1  ) ,  qui  a  l'avantage  de  former  une 
série  toujours  convergente  ;  et  comme  alors ,  le  nombre  des  cor- 
puscules extérieurs  au  sphéroïde ,  est  infini ,  les  valeurs  de  Zw, 
Zw,  &c. ,  sont  données  en  intégrales  définies ,  dépendantes  de  la 
figure  et  de  la  constitution  intérieure  de  l'anneau  de  Saturne. 

1 4.  Le  sphéroïde  peut  être  entièrement  fluide  ;  il  peut  être 
formé  d'un  noyau  solide  recouvert  par  un  fluide.  Dans  ces  deux 
cas,  l'équation  (1)  du  n°.  précédent,  déterminera  la  figure  des 
couches  de  la  partie  fluide  ,  en  considérant  que  n  devant  être  une 
fonction  de  p ,  le  second  membre  de  cette  équation  doit  être  cons- 
tant à  la  surface  extérieure,  et  à  celle  de  toutes  les  couches  de 
niveau,  et  qu'il  ne  peut  varier  que  d'une  couche  à  l'autre. 

Les  deux  cas  précédens  se  réduisent  à  un  seul ,  lorsque  le  sphé- 
roïde est  homogène;  car  il  est  indifférent  pour  l'équilibre,  qu'il 
soit  entièrement  fluide ,  ou  qu'il  renferme  un  noyau  intérieur 
solide.  Il  suffit  par  le  n°.  12  ,  que  l'on  ait  à  la  surface  extérieure , 

constante  =  ^+  *  rV{       +  Z^+r.  Z^  +  r\  Z«>+  &c. } . 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  ,  au  lieu  de  V,  sa  valeur  don- 
née par  la  formule  (3)  du  n°.  11;  et  si  l'on  observe  que  par  le 
n°.  12  ,  Ym  disparoît ,  en  prenant  pour  a  ,  le  rayon  d'une  sphère 
de  même  volume  que  le  sphéroïde,  et  que  Y^  est  nul,  lorsque 
l'on  fixe  l'origine  des  cooordonnées  au  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde ;  on  aura 

const.  =  _+«_ .  f  YW+      r<3>+~.  rw  +  &c.  ) 

+  *r\  [Z^  +  Z^  A-r.Z^  +  r\Z^+  &c). 
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C'est  l'équation  de  la  surface  du  sphéroïde ,  en  y  substituant  au 

lieu  de  r,  sa  valeur  à  la  surface ,  1  +  a.y ,  ou 

B+aû.{  Y "  +  Y m  +  rc«  +  &c. } , 

ce  qui  donne 

3  o 

+  «  o»,  {       +       +  a .  Z(3> .  a* .  Z^  +  &c. } . 

On  déterminera  la  constante  arbitraire  du  premier  membre  de 
celte  équation  ,  au  moyen  de  celle-ci , 

const.  =  'ï,fl!T«fl!-  Z^  ; 
on  aura  ensuite ,  en  comparant  les  fonctions  semblables ,  c'est-à- 
dire,  assujéties  à  la  même  équation  aux  différences  partielles, 

i  étant  plus  grand  que  l'unité.  L'équation  précédente  peut  être 
mise  sous  la  fox'me 

Y  co  —  JL.a*-%      +  _i_  ./y  - » .  dr.  Z^  ,• 

4  «  San J 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  =  o,  jusqu'à  r=a.  Le  rayou 
a.(i  —  xy)  de  la  surface  du  sphéroïde,  deviendra  ainsi , 

(1  +  il.{^)+0.^)+as2U)+&c.}  ) 

a.(i+  ay)  =a.  <f  p  W 

J  +  ^./J^Z«  +  r.^+r\^f>  +  &c.}  } 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  forme  finie ,  en  consi- 
dérant que  l'on  a  par  le  n°.  précédent , 


5      S  -r 

,  {Z^+r.  Z^-ïr* .  JZ«>+&.c. }  -  -f  •  O  ~  y  -  —  77 


en  sorte  que  l'intégrale  fdr.  {Z^  +  r.Z^  +  &c.)  est  facile  à  dé- 
terminer par  les  méthodes  connues. 
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l5.  L'équation  (1)  du  n°.  20,  a  non-seulement  l'avantage  de 
faire  connoître  la  figure  du  sphéroïde  ,  mais  encore  celui  de  don- 
ner par  la  différentiation  ,  la  loi  de  la  pesanteur  à  sa  surface  ; 
car  il  est  visible  que  le  second  membre  de  cette  équation  étant 
l'intégrale  de  la  somme  de  toutes  les  forces  dont  chaque  molécule 
est  animée  ,  multipliées  par  les  élémens  de  leurs  directions  res- 
pectives •  on  aura  la  partie  de  la  résultante  qui  agit  suivant  le 
rayon  r,  en  différentiant  ce  second  membre  par  rapport  à  r;  ainsi 
en  nommant  p  la  force  dont  une  molécule  de  la  surface  est  solli- 
citée vers  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde ,  on  aura 

p  =  —  (~~\  —  jf.  d.  {  r'Z^  +  r* .  m  +    .       +  S .  Z^  +  &c.  } . 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  ,  au  lieu  de  — ^T-)'  Sa  Va_ 
leur  à  la  surface,  \-jta-\ — ,  donnée  par  l'équation  (2)  du  n°.  10, 

et  au  lieu  de  V ,  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (1)  du  n°.  25; 
on  aura 

p  =  ±7ra  —  i*a.  [Z^  +  a.Z^  +  a\Z^  +  &c.} 

—  "-.cl.  {r\Z^  +  r\Z^+r\Z^+rl.Z^  +  &c.}:  (3) 
dr 

r  devant  être  changé  en  a ,  après  les  différentiations,  dans  le  second 
membre  de  cette  équation,  qui  par  le  n°.  précédent,  peut  tou- 
jours se  réduire  à  une  fonction  finie* 

p  ne  représente  pas  exactement  la  pesanteur  ,  mais  seulement  la 
partie  de  cette  force,  dirigée  vers  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde, 
en  la  supposant  décomposée  en  deux ,  .dont  l'une  soit  perpendicu- 
laire au  rayon  r,  et  dont  l'autre  p  soit  dirigée  suivant  ce  rayon. 
La  première  de  ces  deux  forces  est  évidemment  très-petite  et  de 
l'ordre  a en  la  désignant  donc  par  ay  ,  la  pesanteur  sera  égale 
à  V p* -\- a?y% ,  quantité  qui  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre 
se  réduit  à  p.  Nous  pouvons  ainsi,  considérer  p,  comme  expri- 
mant la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde ,  en  sorte  que  les 
équations  (2)  et  (5)  du  n°.  précédent  et  de  celui-ci,  déterminant 
«t  la  figure  des  sphéroïdes  homogènes  en  équilibre,  et  la  loi  de  la 
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pesanteur  à  leur  surface  ;  elles  renferment  la  théorie  complète  de 
l'équilibre  de  ces  sphéroïdes ,  dans  la  supposition  où  ils  diftèrent 
très-peu  de  la  sphère. 

Si  les  corps  étrangers  S,  S',  &c. ,  sont  nuls,  et  qu'ainsi,  le 
sphéroïde  ne  soit  sollicité  que  par  l'attraction  de  ses  molécules , 
et  par  la  force  centrifuge  de  son  mouvement  de  rotation ,  ce  qui  est 
le  cas  de  la  terre  et  des  planètes  premières,  à  l'exception  de  Saturne, 
lorsque  l'on  n'a  égard  qu'à  l'état  permanent  de  leur  figure  ;  alors  , 
en  désignant  par  *p ,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 

teur  à  l'équateur ,  rapport  qui  est  à  très-peu  près  égal  à  — ,  la, 
densité  du  sphéroïde  étant  prise  pour  l'unité  ;  on  trouvera 

le  sphéroïde  est  donc  alors  un  ellipsoïde  de  révolution ,  sur  lequel 
les  accroissemens  de  la  pesanteur  ,  et  les  diminutions  des  rayons, 
eu  allant  de  l'équateur  aux  pôles ,  sont  à  très-peu  près  propor- 
tionnels au  quarré  du  sinus  de  la  latitude ,  ^  étant  aux  quantités 
près  de  l'ordre  a. ,  égal  à  ce  sinus. 

a  ,  par  ce  qui  précède,  est  le  rayon  d'une  sphère  égale  en  solidité 
au  sphéroïde  ;  la  pesanteur  à  la  surface  de  cette  sphère,  seroity^a; 
ainsi,  l'on  aura  le  point  de  la  surface  du  sphéroïde ,  où  la  pesan- 
teur est  la  même  qu'à  la  surface  de  la  sphère,  en  déterminant  {*, 
par  l'équation 

ce  qui  donne 

26.  L'analyse  précédente  nous  a  conduits  à  la  figure  d'une 
masse  fluide  homogène  en  équilibre  ,  sans  employer  d'autres  hy- 
pothèses que  celle  d'une  figure  très-peu  différente  de  la  sphère  : 
elle  fait  voir  que  la  figure  elliptique  qui,  par  le  Chapitre  précé- 
dent ,  satisfait  à  cet  équilibre  ,  est  la  seule  alors  qui  lui  con- 
vienne. Mais  comme  la  réduction  du  rayon  du  sphéroïde,  dans  une 
série  de  la  forme  ;  a.  {1  +*  rw+*  T"co+  &c.},  peut  faire  naître 

■  'uelqr 
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quelques  difficultés  ,  nous  allons  démontrer  directement  et  indé- 
pendamment de  cette  réduction  ,  que  la  figure  elliptique  est  la 
seule  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène ,  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  ;  ce  qui ,  en  confirmant  les  résultats  de 
l'analyse  précédente ,  servira  en  même  temps  ,  à  dissiper  les  doutes 
que  l'on  pourrait  élever  contre  la  généralité  de  cette  analyse. 

Supposons  d'abord  que  le  sphéroïde  soit  de  révolution  ,  et  que 
son  rayon  soit  a.(i  +  *y)  ,  y  étant  une  fonction  de  p ,  ou  du  cosi- 
nus de  l'angle  9  que  ce  rayon  forme  avec  l'axe  de  révolution.  Si 
l'on  nomme/,  une  droite  quelconque  menée  de  l'extrémité  de  ce 
rayon  ,•  dans  l'intérieur  du  sphéroïde;  p,  le  complément  de  l'angle 
que  forme  cette  droite  ,  avec  le  plan  qui  passe  par  le  rayon 
a.  Cl  +  a  y)  et  par  l'axe  de  révolution  ;  q  ,  l'angle  formé  par  la  pro- 
jection de/sur  ce  plan ,  et  par  le  rayon  ;  enfin  ,  si  l'on  nomme 
la  somme  de  toutes  les  molécules  du  sphéroïde  ,  divisées  par  leure 
distances  à  la  molécule  placée  à  l'extrémité  du  rayon  a.(i  +  *y)  ; 
chaque  molécule  étant  égale  à  f*df.dp.dq.sm.p,  on  aura  " 

—\'f'f'% -dp  .dq.s'm.p , 
/'  étant  ce  que  devient  /  à  la  sortie  du  sphéroïde.  Il  faut  main- 
tenant déterminer  /'  en  fonction  dep  et  de  q. 

Pour  cela ,  nous  observerons  que  si  l'on  nomme  9',  la  valeur 
de  9  relative  à  ce  point  de  sortie  ,  et  a.(i  +  ay')  ,  le  rayon  cor- 
respondant du  sphéroïde  ,  y'  étant  une  pareille  fonction  de  cos.  9', 
ou  de  (*',  que  y  l'est  de  ft  ;  il  est  facile  de  voir  que  le  cosinus 
de  l'angle  formé  par  les  deux  droites/'  et  a.(i+xy),  est  égal  à 
sin.p.cos.q  ;  et  qu'ainsi  ,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois 
droites/',  a.(i  +  *y)  et  a.(\+tty),  on  a 

a\(i  +  «.y1 ')*  =f"—  2af'.(i  +  cty).  sin.p .  cos.  q  +  a\  (i  +  *y)\ 

Cette  équation  donne  pour  f%  deux  valeurs  ;  mais  l'une  d'elles  étant 
de  l'ordre  «.*,  elle  est  nulle,  lorsque  l'on  néglige  les  quantités  de 
cet  ordre.  L'autre  devient , 

/'"  =  4  a" .  s'm.'p .  cos.  °q.(l  +  2*y)  +  k*a\  (y'— y)  ; 
ce  qui  donne 

ï^—  2a\J 'dp. dq. sin.p  .  {(1  +  2  ajO.sin.2 p.cos.^-f  a.(y'—y)}, 
CEI/.  Tome  II.  ]£ 
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Il  est  visible  que  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  p  —  o  , 

jusqu'à  p  =  7T,  et  depuis  q  =  —       jusqu'à  ft*s±*j  on  aura  ainsi, 

pr±s±ir-eP —  \  a,T.al.f  +  2cta  .f  dp.dq.y'.sin.p. 
y'  étant  fonction  de  cos.  8',  il  faut  déterminer  ce  cosinus,  en  fonction 
de  p  et  de  q  ;  on  pourra  dans  cette  détermination ,  négliger  les 
quantités  de  l'ordre  a ,  puisque  y'  est  déjà  multiplié  par  *  ;  cela 
posé  ,  on  trouvera  facilement , 

a. cos.  8'  =  (a—  /'.sin.Jp.cos.§';.cos.9+/'.sm.jp.sin.g'.sin.  8  ; 
d'où  l'on  tire  ,  en  substituant  pour /'  sa  valeur  2  tf.sin.p.cos.  q  , 

(*'  =  /*.cos.2p —  sm.*p.cos.(2q-\-Q). 
On  doit  observer  ici,  relativement  à  l'intégrale  fy'dp.dq.sm.p, 
prise  par  rapport  à  q  ,  depuis  2  <jr  = —  w,  jusqu'à  iq  —  ^,  que  le 
résultat  seroit  le  même,  si  l'on  prenoit  cette  intégrale  depuis 
aq  = —  9,  jusqu'à  ^q  —  ^ — 8,  parce  que  les  valeurs  de  f*',  et 
par  conséquent,  celles  de  y'  sont  les  mêmes  depuis  2  q  = —  *5 
jusqu'à  2q  —  — 9,  que  depuis  2^=  tt,  jusqu'à  2q=27r  —  9;  en 
supposant  donc  %  q  +  8  =  q',  ce  qui  donne 

p  —  p.cos.*p  — sin.'p.cos.  q'  ; 

on  aura 

T^=  ^ira1  —  \<iL-K.à1y-\-a.at .j'y' .dp .dq  .  sin./>  ; 
les  intégrales  étant  prises  depuis  p  —  o,  jusqu'à  p  =  v ,  et  depuis 
q' —  o,  jusqu'à     =  2 7T. 

Maintenant,  si  l'on  désigne  par  a\N,  l'intégrale  de  toutes  les 
forces  étrangères  à  l'attraction  du  sphéroïde ,  et  multipliées  par  les 
élémens  de  leurs  directions  ;  on  aura  par  le  n°.  24,  dans  le  cas  de 
l'équilibre , 

constante  =  /^  +  a\N  j 
et  en  substituant  au  lieu  de  V  sa  valeur,  on  aura 

constante  =  f        —  ct.fy'  .dp.dq'  .sm.p—  N  ; 
équation  qui  n'est  évidemment  que  l'équation  de  l'équilibre  du 
n°.  24,  présentée  sous  une  autre  forme.  Cette  équation  étant  linéaire, 
il  en  résulte  que  si  un  nombre  quelconque  i  de  rayons  a.  (i  -r  <ty), 

a.( x  +  *r), y  satisfont  ;  le  rayon  a. \i+^.(y+i>+  &C.J>j  y 
satisfera  pareillement. 


■J 
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Supposons  que  les  forces  étrangères  se  réduisent  à  la  force  cen- 
trifuge due  au  mouvement  de  rotation  du  sphéroïde,  et  nom- 
mons g,  cette  force,  à  la  distance  1 ,  de  l'axe  de  rotation;  nous 
aurons  par  le  n°.  25,  N=jg.  (1 — l'équation  de  l'équilibre 
sera  par  conséquent , 

const.  =  y  att. y — *  ,fy' .  dp .  d q' .  s  'm.p —  '-g.  ( i  —  p*). 

En  la  différentiant  trois  fois  de  suite,  relativement  à     et  en  ob- 

servant  que  ( —  J  =  cos.°p  ,  en  vertu  de  l'équation 

[j!  —  y.  cos.*/?  —  sin.2^> .  cos.  q  ; 

on  aura 

or  on  a  f  dp  .  dq'.  s'm.p  .  cos.6  p  =  — on  pourra  donc  mettre 
l'équation  précédente  sous  cette  forme , 

o=/^.^'.sin./,.cos.V.{|.(0)-(0i)]. 

Cette  équation  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  ^  ;  or  il  est  clair  que 
parmi  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  [*■  =  —  1,  jusqu'à  =  i, 
il  en  existe  une  que  nous  désignerons  par  h ,  et  qui  est  telle , 

qu'abstraction  faite  du  signe ,  aucune  des  valeurs  de  ne  sur~ 

passera  pas  celle  qui  est  relative  à  A  y  en  désignant  donc  par  H , 
cette  dernière  valeur  ,  on  aura 

o  =fdp .dq'.sm.p.cos.tp.^  H—(^pj | . 

La  quantité  \H  —  {^T1^}  est  évidemment  du  même  signe  que  H, 

et  le  facteur  sin.p.  cos.g/j  est  constamment  positif  dans  toute  l'éten- 
due de  l'intégrale  ;  les  élémens  de  cette  intégrale  sont  donc  tous 
du  même  signe  que  H  ;  d'où  il  suit  que  l'intégrale  entière  ne  peut 
être  nulle,  à  moins  que  H  ne  le  soit  lui-même,  ce  qui  exige  que 

l'on  ait  généralement,  0  =  ^^,  d'où  l'on  tire  en  intégrant, 
étant  des  constantes  arbitraires. 

K  a 
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Si  l'on  fixe  l'origine  des  rayons,  an  milieu  de  l'axe  de  révolution , 
et  que  l'on  prenne  pour  a  ,  la  moitié  de  cet  axe ,  y  sera  nul ,  lors- 
que y.  =  i  ,  et  lorsque  p  =  —  1 ,  ce  qui  donne  m~  o ,  et  n=  —  /; 
la  valeur  de  y  devient  ainsi  ,  — p*)  ;  en  la  substituant  dans 
l'équation  de  l'équilibre 

constante  =  \  an. y  —  a  fy'dp.dq'  .sin.p —  ig-(  1 — K) î 

l5.£ 

on  trouvera  al=—^-==  ^*ç,a.<p  étant  le  rapport  de  la  force  centri- 
fuge à  la  pesanteur  à  l'équateur,  rapport  qui  est  à  très-peu  près 
égal  a  — —  ;  le  rayon  du  sphéroïde  sera  donc 

d'où  i]  suit  que  ce  sphéroïde  est  un  ellipsoïde  de  révolution;  ce  qui 
est  conforme  à  ce  qui  pi'écède. 

Nous  voilà  ainsi  parvenus  à  déterminer  directement ,  et  indé- 
pendamment des  suites ,  la  figure  d'un  sphéroïde  homogène  de 
révolution  ,  qui  tourne  sur  son  axe  ,  et  à  faire  voir  qu'elle  ne  peut 
être  que  celle  d'un  ellipsoïde  qui  se  réduit  à  une  sphère ,  lorsque 
<p  —  o  ;  en  soi'te  que  la  sphère  est  la  seule  figure  de  révolution  qui 
satisfasse  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  immobile. 

De-là ,  on  peut  généralement  conclure ,  que  si  la  masse  fluide  est 
sollicitée  par  des  forces  quelconques  très -petites  ;  il  n'y  a  qu'une 
seule  figure  possible  d'équilibre  ,  ou  ce  qui  revient  au  même,  il  n'y 
a  qu'un  seul  rayon  a.^i-j-  a- y)  qui  puisse  satisfaire  à  l'équation 
de  l'équilibre 

constante  =  T  a ■w .y  —  tt.f  y' dp ,dq  .  sin. p—Nj 
y  étant  une  fonction  de  6  et  de  la  longitude  * ,  et  y'  étant  ce  que 
devient  y ,  lorsque  l'on  y  change  9  et  -sr  en  6'  et  •o'.  Supposons ,  en 
effet ,  qu'il  y  ait  deux  rayons  différens  a.(i-\-ay)  eta.(i  +  ay-{-ap) 
qui  satisfassent  à  cette  équation  ;  on  aura 

constante  =  ±a.7r.(y-\-v)  —  a,.f(y'-\-  v  ) .dp.dq' .  sva.p  —  N. 
En  retranchant  l'équation  précédente ,  de  celle-ci ,  on  aura 
constante  =  \  it.v-  /V .dp.dq  .sin./?> 
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Cette  équation  est  -visiblement  celle  d'un  sphéroïde  homogène  en 
équilibre,  dont  le  rayon  est  a.  (1  +  ap)  ,  et  qui  n'est  sollicité  par 
aucune  force  étrangère  à  l'attraction  de  ses  molécules.  L'angle  ™ 
disparoissant  de  lui-mêmedans  cette  équation  ;  le  rayon  a.(i+*p) 
y  satisferoit  encore,  en  y  changeant  f  successivement  dans  <n  +  dn 
nr+zdv,  &c;  d'où  il  suit  que  si  l'on  nomme  v  v%,  Sec,  ce  que 
devient  v ,  en  vertu  de  ces  changemens  ;  le  rayon 

a.  {l  +up.d'&-i-  apl.dw-+-a.P2'd'sr-\-  &c.}, 
ou  a.(\-\-a..fpdiz)  satisfera  k  l'équation  précédente.  Si  l'on  prend 
l'intégrale/^,  depuis  ^=0 ,  jusqu'à  <sr=2x,  le  rayon  a.  (1  +<*  .fpdur) 
devient  celui  d'un  sphéroïde  de  révolution  ,  qui ,  par  ce  qui  pré- 
cède, ne  peut  être  qu'une  sphère  ;  voyons  la  condition  qui  en 
résulte  pour  p. 

Supposons  que  a  soit  la  plus  courte  distance  du  centre  de  gra- 
nité du  sphéroïde  dont  le  rayon  est  a.(i  +  *p),  à  la  surface,  et 
fixons  le  pôle  ,  ou  l'origine  de  l'angle  8 ,  à  l'extrémité  de  a;  p  sera 
nul  au  pôle,  et  positif ,  par-tout  ailleurs  ;  il  en  sera  de  même, 
de  l'intégrale  fpd™.  Maintenant,  puisque  le  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  dont  le  rayon  est  a.  (  1  +  «.p) ,  est  au  centre  de  la  sphère 
dont  le  rayon  est  a;  ce  point  sera  pareillement  le  centre  de  gravité 
du  sphéroïde  dont  le  rayon  est  a.  ( i+*.fpd™ );  les  différens  rayons 
menés  de  ce  centre,  à  la  surface  de  ce  dernier  sphéroïde,  sont 
donc  inégaux  entre  eux  ,  si  p  n'est  pas  nul  ■  il  ne  peut  donc  être 
une  sphère  que  dans  le  cas  de  p  =  o  ;  ainsi  ,  nous  sommes  assurés 
qu'un  sphéroïde  homogène  sollicité  par  des  forces  quelconques 
très-petites ,  ne  peut  être  en  équilibre  que  d'une  seule  manière.  «> 

27.  Nous  avons  supposé  que  N  est  indépendant  de  la  figure 
du  sphéroïde;  c'est  ce  qui  a  lieu  à  très -peu  près,  lorsque  les 
forces  étrangères  à  l'action  des  molécules  fluides,  sont  dues  à 
la  force  centrifuge  de  son  mouvement  de  rotation ,  et  à  l'attrac- 
tion des  corps  extérieurs  au  sphéroïde.  Mais  si  l'on  conçoit  au 
centre  du  sphéroïde  ,  une  force  finie  dépendante  de  la  dis- 
tance; son  action  sur  les  molécules  placées  à  la  surface  du  fluide, 
dépendra  de  la  nature  de  cette  surface,  et  par  conséquent,  M  dé- 
pendra de  .y.  Ce  cas  est  celui  d'une  masse  fluide  homogène,  qui 
ne  sphère  d'une  dent      lifférente  de  celle  du  fluide- 
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car  on  peut  considérer  cette  sphère ,  comme  étant  de  même  den- 
sité que  le  fluide,  et  placer  à  son  centre,  une  force  réciproque 
au  quarré  des  distances;  de  manière  que  si  l'on  nomme  c,  le  rayon 
de  la  sphère,  et  p  sa  densité,  celle  du  fluide  étant  prise  pour  unité  ; 

C3.(p  l) 

cette  force,  à  la  distance  r,  sera  égale  à  jv.  — — — .  En  la  mul- 
tipliant par  l'élément  — dr,  de  sa  direction;  l'intégrale  du  pro- 

c3.(p  l) 

duit,  sera  \tt  . — l  ,  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  a" N ;  et 

comme  h  la  surface,  on  a  r=a.  (1  +  *y)  ,  il  faudra  dans  l'équation 

[        1  ) 

de  l'équilibre  du  n°.  précédent,  ajouter  à  JV,  y  t.  j-  .  (y — aj). 

Cette  équation  deviendra, 

consL  —  |i  +  Cp — — *.fy'  .dp.dq'  .ûa.p —  JV. 

Si  l'on  désigne  par  a.(i  +  «.y  +  a v),  une  nouvelle  expression  du 
rayon  du  sphéroïde  en  équilibre  ;  on  aura  pour  déterminer  v  , 
l'équation 

const.  Il  4-  (p  —      — j.  v—f v .dp.dq .sin.p  ; 

équation  qui  est  celle  de  l'équilibre  du  sphéroïde  ,  en  le  supposant 
immobile ,  et  en  faisant  abstraction  de  toute  force  extérieure. 

Si  le  sphéroïde  est  de  révolution  ,  v  sera  uniquement,  fonction 
de  cos.  ô  ou  de  or  on  peut  dans  ce  cas ,  le  déterminer  par  l'ana- 
lyse du  iiD.  précédent;  car  si  l'on  différentie  cette  équation,  i+i 
fois  de  suite ,  relativement  à  ^ ,  on  aura 

mais  on  a 

4"" 

fdp  .dg'.dn.p.co^+*.p=  £ 
l'équation  précédente  peut  donc  être  mise  sous  cette  forme; 

On  peut  prendre  i,  tel  qu'abstraction  faite  du  signe,  on  ait 

m-\«0-O%»;   - 
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en  supposant  donc  que  i  soit  le  plus  petit  nombre  entier  positif 
qui  rende  cette  quantité  plus  grande  que  l'unité ,  on  s'assurera, 
comme  dans  le  n°.  précédent,  que  cette  équation  ne  peut  être  satis- 

faite ,  à  moins  que  l'on  ne  suppose  [~j~frj  —o;  ce  qui  donne 

v  =  lJ+^.^-'  +  B.^+  &c. 

En  substituant  dans  l'équation  précédente  de  l'équilibre ,  au  lieu 
de  v ,  cette  valeur,  et  au  lieu  de  v ', 

//£  +  ^V£-'  +  5.^~2+  &c. , 
(*■'  étant  par  le  n°.  précédent,  égal  à  p.cosSp.  — sin.'p,  cos.  q  ;  on 
trouvera  d'abord 


i  +  fp— i)- 


c 


3 


Z3         21+1  ' 


ce  qui  suppose  ,p  égal  ou  moindre  que  l'unité;  ainsi,  toutes  les 
fois  que  a,  c  et  p  ne  seront  pas  tels  que  cette  équation  soit  satis- 
faite,  i  étant  un  nombre  entier  positif,  le  fluide  ne  pourra  être 
en  équilibre  que  d'une  seule  manière.  On  aura  ensuite 

^  =  0;      B  =  -^l;  &c. 

a. (ai  —  1) 

en  sorte  que 

2.(21—1)  2.4.(21— 1). (21  — à)  ' 

il  y  a  donc  généralement  deux  figures  d'équilibre,  puisque  at>  est 
susceptible  de  deux  valeurs  dont  l'une  est  donnée  par  la  suppo  - 
sition de  a  =  o ,  et  dont  l'autre  est  donnée  par  la  supposition  de  v 
égal  à  la  fonction  précédente  de  /a 

Si  le  sphéroïde  est  sans  mouvement  de  rotation,  et  n'est  sollicité 
par  aucune  force  étrangère  à  l'action  de  ses  molécules;  la  pre- 
mière de  ces  deux  figures  est  une  sphère ,  et  la  seconde  a  pour 
méridien,  une  courbe  de  l'ordre  i.  Ces  deux  courbes  se  confondent 
dans  le  cas  de  i  =  1 ,  parce  que  le  rayon  a.  (1  +  a. y.)  est  celui  d'une 
sphère  dans  laquelle  l'origine  des  rayons  est  à  la  distance  * ,  de 
son  centre;  mais  alors,  il  est  aisé  de  voir  que  p=i,  c'est-à-dire 
que  le  sphéroïde  est  homogène,  ce  qui  est  conforme  au  résultat  du 
li  \  ..récédrat. 
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28.  Lorsque  l'on  a  les  figures  de  révolution,  qui  satisfont  à 
l'équilibre  ;  il  est  facile  d'en  conclure  celles  qui  ne  sont  pas  de 
révolution ,  par  la  méthode  suivante.  Au  lieu  de  fixer  l'origine 
de  l'angle  9 ,  à  l'extrémité  de  l'axe  de  révolution;  supposons  qu'elle 
soit  à  une  distance  y  de  cette  extrémité  ,  et  nommons  9' la  distance 
à  cette  même  extrémité,  du  point  de  la  surface  dont  9  est  la  dis-, 
tance  à  la  nouvelle  origine  de  l'angle  9.  Nommons  de  plus  «s- — S, 
l'angle  compris  entre  les  deux  arcs  9  et  y  ;  nous  aurons 

cos. 9'=  cos.j/.cos'.â  +  âin.^.sin.fl.cos, (<& — C)  - 

en  désignant  donc  par  r.fcos.  9'j  la  fonction 

cos.'.  9'  Cos/-*.8'+  &c: 

le  rayon  du  sphéroïde  immobile ,  en  équilibre ,  que  nous  venons 
de  voir  être  égal  à  a.  { 1  +  *T.  (cos.  S')},  sera 

a  +  aa.T.  (cos.^.cos. â-t-sin.j/.sin.fl.cos. — 

et  quoiqu'il  soit  fonction  de  l'angle  «  ,  il  appartient  à  un  solide  de 
révolution ,  dans  lequel  l'angle  9  n'est  point  à  l'extrémité  de  l'axe 
de  révolution. 

Puisque  ce  rayon  satisfait  à  l'équation  de  l'équilibre,  quels  que 
soient  a,  £  et  y  ;  il  y  satisfera  encore,  en  changeant  ces  quantités 
en  et,  é"  et  y' ;  a",  S"  et  y",  &c.  ;  d'où  il  suit  que  cette  équation 
étant  linéaire  ,  le  rayon 

a+aa.T.  (cos. >cos.  9-}-sin.  j/.sin.fl.cos.  (*r  —  C)} 
+  ot'a.r.  {cos.j/.cos.  ô+sin.j/.sin. 9. cos. (n— O} 
4-  &c. 

y  satisfera  pareillement.  Le  sphéroïde  auquel  ce  rayon  appartient, 
n'est  plus  de  révolution;  il  est  formé  d'une  sphère  du  rayon  a, 
et  d'un  nombre  quelconque  de  couches  semblables  à  l'excès  du 
sphéroïde  de  révolution,  dont  le  rayon  est  a.  +*a..T(p) ,  sur  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a ,  ces  couches  étant  posées  arbitraire- 
ment les  unes  au-dessus  des  autres. 

Si  l'on  compare  l'expression  de  r.  (cos.  S'),  à  celle  de  PWdun0.  23; 
on  verra  que  ces  deux  fonctions  sont  semblables ,  et  qu'elles  no 
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diffèrent  que  par  les  quantités  y  et  G,  qui  dans  sont  pet  4, 
et  par  un  facteur  indépendant  de  y.  et  de  m-  ;  on  a  donc 


Il  est  facile  d'en  conclure,  que  si  l'on  représente  par  *Y(%  la 
fonction 

*.T.  {cos.  >. cos.  0  + sin. 3/. sin.  0.  cos.  (n  —  G)} 
+  <*'.r.  { cos. -y'. cos.  0  +  sin.  >/.sin.  S.cos.^—  é"n 
+  &c.  , 

Y  }  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  p  ,  /T^7.  cos. *  , 
^î—^.sin.^,  qui  satisfera  à  l'équation  aux  différences  partielles, 

en  choisissant  donc  pour  Ff>,  la  fonction  la  plus  générale  de  cette 
nature  ;  la  fonction  a.  (  i  +  *Y^)  sera  l'expression  la  plus  générale 
du  sphéroïde  immobile,  en  équilibre. 

Ou  peut  parvenir  au  même  résultat ,  au  moyen  de  l'expression 
de  Vea.  séries,  du  n°.  n  j  car  l'équation  de  l'équilibre  étant  par 
le  n".  précédent, 

const.=  y+cf.N; 
si  l'on  suppose  que  toutes  les  forces  étrangères  à  l'action  récipro- 
que des  molécules  fluides  ,  se  réduisent  à  une  seule  force  attrac- 

tive  égale  a  ,  placée  au  centre  du  sphéroïde-  en  mul- 
tipliant cette  force,  par  l'élément  —  dr,  de  sa  direction,  et  en 
l'intégrant  ensuite  ,  on  aura 


4  (p-i)-c3 


et  comme  à  la  surface,  r=a.(i  +  «y;;  l'équation  précédente  de 
l'équilibre  deviendra 


COnSt.  =r  \a.w.C—,(x  —  ç),y. 

cjîl.  Tome  II. 
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En  substituant,  dans  cette  équation,  au  lieu  de  F' ,  sa  valeur 
donnée  par  la  formule  (5)  du  n°.  11,  dans  laquelle  on  meltra 
pour  /•,  sa  valeur  a.  (  ,  et  en  substituant  pour  y,  sa  valeur 

yMj.fC)  +  7W+&c.; 

on  aura 

,1 


w-; 


l'a  constante  a  étant  supposée  telle  que  const.  ==f  «-.o*.  Cette  équa- 
tion donne  Y™  =  o,  F^èV,  r<2>  =  o,  &c.  ;  à  moins  que  le 
coefficient  de  l'une  de  ces  quantités,  de  Y®  par  exemple  ,  ne  soit 
nul  ,  ce  qui  donne 


/7J 


2  1  —  S 

■  ~,  J 
21+  L 


i  étant  un  nombre  en'ier  positif,  et  dans  ce  cas,  toutes  ces  quan- 
tités sont  nulles  ,  excepté  on  aura  donc  alors  y  =  ce  qui 
est  conforme  à  ce  que  nous  venons  de  trouver. 

On  voit  ainsi,  que  les  résultats  obtenus  par  la  réduction  de  J-^ 
en  série,  ont  toute  bt  généralité  possible,  et  qu'il  n'est  point  à 
craindre  que  quelque  figure  d'équilibre  échappe  à  l'analyse  fon- 
dée sur  cet  te  réduction  ;  ce  qui  confirme  ce  que  l'on  a  vu  à  priori , 
•  r  £  l'analyse  du  n°.  il,  dans  lequel  nous  avons  prouvé  que  la 
forme  que  nous  avons  donnée  au  rayon  des  sphéroïdes,  n'est  point 
arbitraire,  et  découle  de  la  nature  même  de  leurs  attractions. 

2,g.  Reprenons  maintenant ,  l'équation  (1)  du  n".  20.  Si  l'on  y 
substitue  pour  sa  valeur  donnée  par  la  formule  (6)  du  n".  i4  ; 
on  aura  relativement  aux  différentes  couches  fluides, 


— .rc3)+ &c. 
7  '  J 
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les  différentielles  et  les  intégrales  étant  relatives  à  la  variable  a: 
les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion,  doivent  être  prises  depuis  a  — a,  jusqu'à  a  =  i,  a  étant 
la  valeur  de  a,  relative  à  la  couche  fluide  de  niveau,  que  l'on 
considère,  et  cette  valeur  à  la  surface,  étant  prise  pour  unité: 
les  deux  dernières  intégrales  doivent  être  prises  depuis  0  =  0, 
jusqu'à  a— a;  enfin,  le  rayon  r  doit  être  changé  en  a.(i  +  *y), 
après  toutes  les  différentiations  et  les  intégrations.  Dans  les  termes 
multipliés  par  a  ,  il  suffira  de  changer  r  en  a  ;  mais  dans  le  terme 
4  T 

— .ff.d.a3,  il  faudra  substituer  a.(\  +  etj)  ,  pour  r;  ce  qui  le 

change  dans  celui-ci,  —  Aj) ■fp-d.a\  et  par  conséquent, 

dans  le  suivant , 

*.r<°>—  «.ro— «.r«- &c.}./p.d.a\ 

Cela  posé  ;  si  dans  l'équation  (1),  on  compare  les  fonctions  sembla- 
bles ,  on  aura  d'abord 

f~  =-2r.fP.d.a>+St*v.fP.  d(a*  .Y^)  +  |£/> .  d.  a% 

—  pï<       .ff .  d.  a'  +  itZff .  d(asY^>  )  +  *a\  ; 

0  a  G ..     .... . 

les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de  cette  équation 
étant  prises  depuis  a=  a  ,  jusqu'à  a  =  1  ;  les  trois  autres  intégrales 
de  ce  second  membre  devant  être  prises  depuis  a~o,  jusqu'à 
a  =  a.  Cette  équation  ne  déterminant  ni  a ,  ni  Y^ ,  mais  don- 
nant seulement  un  rapport  entre  ces  deux  quantités  •  on  voit  que 
la  valeur  de  Y*-0)  est  arbitraire ,  et  peut  être  déterminée  à  volonté. 
On  aura  ensuite  ,  i  étant  égal  ou  plus  grand  que  l'unité , 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  a  =  a  ,  jusqu'à  a  =  i  ,  et 
itres  étant  prises  dej       a  =  o ,  jusqu'à  a=a.  Cette 

L  2 
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équation  donnera  la  valeur  de  relative  à  chaque  couche  fluide, 
lorsque  la  loi  des  densités  p  sera  connue. 

Pour  réduire  ces  différentes  intégrales  ,  dans  les  mêmes  limites , 
soit 


J  r        \a—*  /  2i  +  i 


l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o,  jusqu'à  a  =  i;  Z'^  sera  une 
quantité  indépendante  de  a,  et  l'équation  (2)  deviendra 

—  5  ./> .  d.  (ai+3 .  Y^)  —  5  a2i+'  .Z'»,- 

lotîtes  les  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o  ,  jusqu'à  a  — a. 

■  On  pourra  faire  disparaître  les  signes  d'intégration  ,  par  des 
différentiations  relatives  à  a  j  et  l'on  aura  l'équation  différentielle  du 
second  ordre , 

f*im\  =  ft-ft  +  ij        6P. a  \       £)__  6.P.«' 

L'intégrale  de  cette  équation  donnera  la  valeur  de  Y®  avec  deux 
constantes  arbitraires  ;  ces  constantes  sont  des  fonctions  ration- 
nelles et  entières  de  l'ordre  i,  de  V 1  — ^.sin.-sr,  etV^i — ^Acos.-sr, 
telles  qu'en  les  représentant  par  U^,  elles  satisfont  à  l'équation 
aux  différences  partielles , 


L'une  de  ces  fonctions  se  déterminera  au  .moyen  de  la  fonction 
qui  a  disparu  par  les  différentiations  ,  et  il  est  visible  qu'elle  sera 
un  multiple  de  cette  fonction.  Quant  à  l'autre  fonction,  si  l'on 
suppose  que  le  fluide  recouvre  un  noyau  solide  ,  elle  se  détermi- 
nera au  moyen  de  l'équation  à  la  surface  du  noyau  ,  en  observant 
que  la  valeur  de  JTW  relative  à  la  couche  fluide  contigue  à  cette 
surface ,  est  la  même  que  celle  de  cette  surface.  Ainsi  la  figure 
du  sphéroïde  dépend  et  de  la  figure  du  noyau  intérieur ,  et  des 
forces  qui  sollicitent  le  fluide 
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ÔO.  Si  le  sphéroïde  est  entièrement  fluide  ,  rien  ne  déter- 
minant alors ,  une  des  constantes  arbitraires  ;  il  semble  qu'il  doit 
y  avoir  une  infinité  de  figures  d'équilibre.  Examinons  particulière- 
ment ce  cas  d'autant  plus  intéressant,  qu'il  paroît  avoir  eu  lieu 
primitivement,  pour  les  corps  célestes. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  couches  du  sphéroïde  doivent 
diminuer  de  densité ,  en  allant  du  centre  à  la  surface  •  car  il  est  clair 
que  si  une  couche  plus  dense  étoit  placée  au-dessus  d'une  couche 
moins  dense ,  ses  molécules  pénétreraient  dans  celle-ci,  de  même 
qu'un  corps  pesant  s'enfonce  dans  un  fluide  de  moindre  densité  ;  le 
sphéroïde  ne  seroit  donc  point  en  équilibre.  Mais  quelle  que  soit  sa 
densité  au  centre  ,  elle  ne  peut  être  que  finie;  en  réduisant  donc 
l'expression  de  f ,  dans  une  suite  ascendante  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  cette  suite  sera  de  la  forme  S — -y. a" —  &c. ,  S,  y  et  n 
étant  positifs  ;  on  aura  ainsi  , 


yco 


fP.d-a3  (n  +  3).Ç 

et  l'équation  différentielle  en  Y®  deviendra 

Pour  intégrer  cette  équation  ,  supposons  que  Y®  soit  développé 
dans  une  suite  ascendante  par  rapport  aux  puissances  de  a,  de  cette 
forme ,  « 

YV=a°.U^  +  as'.U'U+  &c.  ; 
l'équation  différentielle  précédente  donnera 

(s+i+3}.( s-i  +  2). as~l .  Z7«  +  (s'+ i+o).  (s'-i  +  2)a"-° .  U'^  +  &c. 

En  comparant  les  puissances  semblables  de  a  -  on  a  d'abord 
(s +  1+0).  (s — i.4--2)=o-  ce  qui  donne  s=i  —  -2,  et  s  =  —  i  —  3. 
A  chacune  de  ces  valeurs  de  s ,  répond  une  série  particulière 
dtipliée  par  une  ar      -ire ,  sera  une  intégrale  de 
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l'équation  différentielle  en  la  somme  de  ces  deux  inté- 

grales, en  sera  l'intégrale  complète.  Dans  le  cas  présent,  la 
suite ,  qui  répond  à  s  =  —  i —  5  ,  doit  être  rejetée  ;  car  il  en  résul- 
terait pour  a  JTC0,  une  valeur  infinie  ,  lorsque-  a  seroit  infiniment 
petit,  ce  qui  rendroit  infinis,  les  rayons  des  couclies  infiniment 
voisines  du  centre.  Ainsi ,  des  deux  intégrales  particulières  de  l'ex- 
pression de  Y1-0,  celle  qui  répond  à  s  =  i — 2,  doit  seule  être  ad- 
mise. Cette  expression  ne  renferme  plus  alors  ,  qu'une  arbitraire 
qui  sera  déterminée  par  la  fonction  Z^. 

Z(,)  étant  nul  par  le  n°.  aô  ,         est  pareillement  nul ,  en  sorte 
•que  le  centre  de  gravité  de  chaque  couclie  ,  est  au  centre  de  gravité 
du  sphéroïde  entier.  En  effet,  l'équation  différentielle  eu  Y^  du 
n°.  précédent,  donne 

\  da*  )      \ea       Jp.d.a3)'  Jf.d.a3'\  da  )' 

J/CO 

On  satisfait  à  cette  équation,  en  faisant  Y^  =  — — ,  Z7(l)  étant 

indépendant  de  a.  Cette  valeur  de  Y^  est  celle  qui  répond  à  l'équa- 
tion 5  =  ji- 2;  elle  est,  par  conséquent,  la  seule  que  l'on  doive 
admettre.  En  la  substituant  dans  l'équation  (2)  du  n°.  précédent , 
et  en  y  supposant  Z(,)=o,  la  fonction  disparoît,  et  par  con- 
séquent, reste  arbitraire  ;  mais  la  condition  que  l'origine  du  rayon  r, 
est  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde  terrestre  ,  la  rend  nulle;  car 
on  verra  dans  le  n°.  suivant ,  qu'alors  JT(1)  est  nul  à  la  surface  de 
tout  sphéroïde  recouvert  d'une  couche  de  fluide  en  équilibre  ;  on 
aura  donc  dans  le  cas  présent,  U^—o;  ainsi  Y^]  est  nul  relati- 
vement à  toutes  les  couches  fluides  qui  forment  le  sphéroïde. 
Considérons  maintenant  l'équation  générale , 
Y^  =  as.U^  +  as'.U'^+  &c. 

s  étant,  comme  on  vient  de  le  voir  ,  égal  à  i — 2  ,  s  est  nul  ou 
positif,  lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  2;  de  plus,  les  fonc- 
tions U'  d\  Z7"(i),  &c. ,  sont  données  en  U{l),  par  l'équation  (<?)  de 
ce  n°.  ;  en  sorte  que  l'on  a 

h  étant  une  fonction  de  a ,  ?.*  "rt0  en  étant  indépenda,"*  Si  V 
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substitue  cette  valeur  de  Fc0  dans  l'équation  différentielle  en  Y':'\ 
on  aura 

ddh  f.  .  '  G-.n'!  1  h  S. p. a*  'M 
la7  ~  ^•/»+  V~  s  Hf-dfâU* 

Le  produit  i.       \)  est  plus  grand  que  ^  — -,  lorsque  /  est  égal 

ou  plus  grand  que  2  ;  car  la  fraction  — — ^  ^3   est  moindre  que 

l'unité  ;  en  effet ,  son  dénominateur  fp .  d.  a3  est  égal  à  p .  a' — -Jas .  dp , 
et  la  quantité  — fa3. dp  est  positive,  puisque  p  diminue  du  centre 
à  la  surface. 

Il  suit  de-Là  que  h  et  4~  sont  constamment  positifs,  du  centre 

da 

à  la  surface.  Pour  le  faire  voir  ,  supposons  que  ces  deux  quantités 

soient  positives,  en  partant  du  centre  ;  dh  doit  alors  devenir 

négatif  avant  A  ,  et  il  est  clair  qu'il  doit  pour  cela,  passer  par  zéro; 

mais  dès  l'instant  où  il  est  nul ,  ddh  devient  positif,  en  vertu  de 

l'équation  précédente  ,  et  par  conséquent  dh  commence  à  croître  ; 

il  ne  peut  donc  jamais  devenir  négatif;  d'où  il  suit  que  h  et  dh 

conservent  constamment  le  même  signe,  du  centre  à  la  surface. 

Maintenant  ,  ces  deux  quantités  sont  positives  en  partant  du 

centre;  car  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (e) ,  s' — 2=s  +  ?i  —  2, 

ce  qui  donne  s'=  i-\-n  —  2  ;  on  a  ensuite  , 

,5i     en.fs  +  il.y.U^ 
(s'+i  +  5).(s'-i+2).U'V= 


d'où  l'on  tire 


on  aura  donc 


e.(i—x).y.mo 


-3 


6.(i — i).y.a'-i-n~*  p 
h  =  al~*  +  -4  —  +  &c.: 

dh                       .        6.(i  —  i).(i  -\-  n  —  2 J •  7 •  a'~*~'Ê 
 =(l — 2).  a1  s-\  ; — ,  „,  ,    .  ,  — — +&C. 

y ,  S  et  n  étant  positifs, ,  on  voit  qu'au  centre ,  h  et  dh  sont  positifs . 
lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  2  ;  ils  sont  donc  constam- 
ment positifs ,  du  centre  à  la  surface. 
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Relativement  à  la  Terre,  à  la  Lune  ,  à  Jupiter,  &c.  ,  est 
nul  ou  insensible ,  lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  3  ;  l'équa- 
tion (2)  du  11°.  précédent ,  devient  alors , 

o  =  1 3a"+1  .f?.d.(J^  —  (  -2i+  i).a\h  ,/p.d.a3  +  5  .fP.d,(ai+\h  )  J .  EA£); 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  a  =  a,  jusqu'à  a  =  1 ,  et 
les  deux  autres  étant  prises  depuis  a  =  0  ,  jusqu'à  a  — a.  A  la  sur- 
face où  a=\  ,  cette  équation  devient 

o={  —  (2i+i).h.fp.d.a3+5.fp.d.  (ai+3.h)}  .  U^; 
équation  que  l'on  peut  mettre,  sous  cette  forme , 

o  =  {—  i—  2) .  p .  h+  (  2  i+ 1).  h. fa*.  dp  —  3  .fai+3h.  dp }  .  U^. 
dp  est  négatif,  du  centre  à  la  surface,  et  h  croît  dans  le  même 
intervalle;  la  fonction  (a  i+  i).h. fa\  dp — 5.f  ai+3h.dp  est  donc 
négative  dans  le  même  intervalle;  ainsi  dans  l'équation  précé- 
dente ,  le  coefficient  de  Z7(t)  est  négatif,  et  ne  peut  être  nul  à  la  surface  ; 
Z/W  cloit  donc  être  nul,  ce  qui  donne  Y^  =  o;  l'expression  du 
rayon  du  sphéroïde  se  réduit  ainsi  à,  a  +  a.a.  {  y (  °  )  4- 1^2) }  ;  c'est- 
à-dire  que  la  surface  de  chaque  couche  de  niveau  du  sphéroïde  est 
elliptique,  et  par  conséquent,  sa  surface  extérieure  est  elliptique. 

Z^'-\  par  rapport  à  la  Terre,  est,  par  le  n°.  23,  égal  à  — .  f/*" — j)i 

l'équation  (2)  du  n°.  précédent  donne  ainsi  ; 

o  =  {^r.a5  .fp.dh-^a\h.fp.d.a?  +  ^.fp.d(a5h  )  }  •£a*-fr'-f)« 

A  la  surface ,  la  première  intégrale  / p .  dh  est  nulle;  on  aura  donc 
à  cette  surface  où  a  —  1 , 

17»  «• 


fv.h.fp.d.a3  —  |sr  .jp.d.(a5h) 
Soit  *p,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équa- 
teur  ;  l'expression  de  la  pesanteur  étant  aux  quantités  près  de 
l'ordre  a,  égale  à  \  w.f p.d.a3;  on  aura  g  =  ±wa<p.fp.d:a3;  partant 


Z7W  = 


•  ft.d(a*h)> 

2  n  — , .  — -—  • 

1  fp.cfda, 
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en  comprenant  donc  dans  la  constante  arbitraire  a,  que  nous  avons 
prise  pour  l'unité  ,  la  fonction 

y  p .  a'oo 

le  rayon  du  sphéroïde  terrestre  à  la  surface  ,  sera 

tth.v.(i  —fS) 


1  + 


'2h — 


5  ./p  .  d'à.  a 

Ce  rayon  est  celui  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  le  demi- 
petit  axe  est  l'unité  ,  et  dont  le  demi-grand  axe  est 

a  h .  <ç 


1  + 


5,f  p.a*da 

La  figure  de  la  terre  supposée  fluide,  ne  peut  donc  être  que  celle 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  ,  dont  toutes  les  couches  de  même 
densité  ,  sont  elliptiques  et  de  révolution  ,  et  dans  lequel  les  ellip- 
ticités croissent,  et  les  densités  diminuent  du  centre  à  la  surface. 
Le  rapport  des  ellipticités  aux  densités  ,  est  donné  par  l'équation 
différentielle  du  second  ordre , 

ddh_6h_  /  pa3      \        ap.a*  dh 

da2  a2  \  3.fp  .a''da )  fp.aïda'da 
Cette  équation  n'est  intégrable  par  les  méthodes  connues,  que  dans 
quelques  suppositions  particulières  sur  les  densités  p  ;  mais  si  la 
loi  des  ellipticités  étoit  donnée ,  on  auroit  facilement  celle  des 
densités  correspondantes.  On  a  vu  que  l'expression  de  h  donnée 
par  l'intégrale  de  cette  équation ,  ne  renferme  dans  la  question 
présente  ,  qu'une  arbitraire  qui  disparoît  de  la  valeur  précédente 
du  rayon  du  sphéroïde*  il  n'y  a  donc  qu'une  seule  figure  d'équi- 
libre très  -  peu  différente  de  la  sphère ,  qui  soit  possible ,  et  il  est 
facile  de  s'assurer  que  les  limites  de  l'applatissement  de  cette  figure 

sont  —  et  -.,*f ,  dont  la  première  répond  au  cas  où  toute  la  masse 
du  sphéroïde  seroit  réunie  au  centre ,  et  dont  la  seconde  répond  au 
cas  où  cette  masse  seroit  homogène. 

Les  directions  de  la  pesanteur,  depuis  un  point  quelconque  de  la 
virfW  .  msqu'au  centre ,  ne  form    '  ^oint  une  ligne  droite  }  mais 
jq^va,  .  iièjj,  Tome  II.  fy[ 
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une  courbe  dont  les  élémens  sont  perpendiculaires  aux  couches  de 
niveau  qu'elle  traverse  :  cette  courbe  est  la  trajectoire  à  angles 
droits,  de  toutes  les  ellipses  qui  parleur  révolution  ,  forment  ces 
couclies.  Pour  déterminer  sa  nature  ,  prenons  pour  axe  ,  le  rayon 
mené  du  centre  au  point  de  la  surface,  9  étant  l'angle  que  ce  rayon 
forme  avec  l'axe  de  révolution.  On  vient  de  voir  que  l'expres- 
sion générale  du  rayon  d'une  couche  quelconque  du  sphéroïde, 
est  a  +  ct.  k.ah.(i — (S),  k  étant  indépendant  de  a  :  de-là  il  est 
facile  de  conclure ,  que  si  l'on  nomme  *y',  l'ordonnée  abaissée  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  sur  son  axe ,  on  aura 

(         r>h  ■  da  | 
a.  y' '  —  a.ak .  Sttl.  a  S .  I  C  — -J  ■        > , 

c  étant  la  valeur  entière  de  l'intégrale  fh—,  prise  depuis  le  centre 

</  CL 

jusqu'à  la  surface. 

3 1 .  Considérons  présentement  le  cas  général  dans  lequel  le 
sphéroïde  toujours  fluide  à  sa  surface  ,  peut  renfermer  un  noyau 
solide  d'une  figure  quelconque  peu  différente  de  la  sphère.  Le 
rayon  mené  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde  à  sa  surface ,  et  la  loi 
de  la  pesanteur  à  cette  surface  ,  ont  quelques  propriétés  générales  , 
qu'il  est  d'autant  plus  essentiel  de  considérer ,  que  ces  propriétés 
sont  indépendantes  de  toute  hypothèse. 

La  première  de  ces  propriétés  est  que  dans  l'état  d'équilibre ,  la 
partie  fluide  du  sphéroïde  doit  toujours  se  disposer  de  manière 
que  la  fonction  disparoisse  de  l'expression  du  rayon  mené 
du  centre  de  gravité  du  sphéroïde  entier ,  à  sa  surface  ;  en  sorte 
que  le  centre  de  gravité  de  cette  surface ,  coincide  avec  celui  du 
sphéroïde. 

Pour  le  faire  voir ,  nous  observerons  que  R  étant  supposé  repré- 
senter le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  à  l'une 
quelconque  de  ses  molécules  ;  l'expression  de  cette  molécule  sera 
t.R\dR.dt*.d™ ;  et  l'on  aura  par  le  n°.  1  a ,  en  vertu  des  proprié- 
tés du  centre  de  gravité  , 

o  =  fp.R3.dR.dy-.d^.iJ-  ; 

o  =fç,.R\dR.d(*.d™.  V\  —  f?.sin.w; 

o  =  ff . R\ d R . d  ».  -dv .  V7!— K . cos.  m  ; 
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Concevons  l'intégrale  fp.IV.dR  prise  relativement  à  R,  depuis 
l'origine  de  R,  jusqu'à  la  surface  du  sphéroïde  ,  et  ensuite  déve- 
loppée dans  une  série  de  la  forme 

+ jpto  +  n  V  -h      + &c.  ; 
jy{l~>  étant ,  quel  que  soit  i,  assujéli  à  l'équation  aux  différences 
partielles , 

y— -  T  x  "     +  -  -+i.(i+i).N^; 

V.  dp  J  i—pp 

on  aura  par  le  n°.  12  ,  lorsque  i  est  différent  de  l'unité  , 

o=/N{i).y-diJ..dw  ;    o—fNV.du.d™.  V  y—  f*\  sin.  m  ; 

O  ==  fN^.dp.d'V.  V \ — /Aa.COS.  -sr. 

Les  trois  équations  précédentes  données  par  la  nature  du  centre  de 
gravité ,  deviendront 

o  =  fN'-'Kn.dp.dvr  ;    o=J'N{'KdiJ-.d'sr.V/i — /*" . sin.  <w  ; 
o  =  fN^.dp.d™.  V \ — ^.COS.-sr. 

.rV"^  est  de  la  forme  Hp  +  H'.  V \ — //.".sin.  ^+H" .  Vx — ^.cos.<&; 
en  substituant  cette  valeur,  dans  ces  trois  équations,  on  aura 

H=o  ;      H'  =  o  ;  H"=o; 

partant  2Vl!)  =  G  ;  c'est  la  condition  nécessaire  pour  que  l'origine 
de  R  soit  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde. 

Voyons  maintenant,  ce  que  devient  relativement  aux 

sphéroïdes  peu  différens  de  la  sphère ,  et  recouverts  d'un  fluide 
en  équilibre.  On  a  dans  ce  cas,  R  =  a.(i  +  *y) ,  et  l'intégrale 
f?.R\dR,  devient  jfp.  d.  {a*.(H-4*jO}>  la  différentielle  et  l'in- 
tégrale étant  relatives  à  la  variable  a ,  dont  p  est  fonction.  En 
substituant  pour  y,  sa  valeur  Y^-h  Y^>+  Y^+  &c. ,  on  aura 

NW  —  *.f.f.d(aKYh). 
L'équation  (2)  du  n°.  29,  donne  à  la  surface  où  a  —  1 ,  et  en  obser- 
vant que        est  nul, 

fP.d.(aKY^)  =  Y^.fp.d.a*, 

i-  ir?Wr      r(l)  dans  le  second    ?mbre  de  cette  équation,  étant 

Ma 


O 
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relative  à  Ja  surface;  ainsi        étant  nul,  lorsque  l'origine  de  R 

est  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  on  a  pareillement  Y^==  o. 

3î.  L'état  permanent  de  l'équilibre  des  corps  célestes,  nous 
fait  connoitre  encore  quelques  propriétés  de  leurs  rayons.  Si  les 
planètes  ne  tournoient  pas  exactement ,  ou  du  moins  ,  à  très-peu 
près ,  autour  d'un  de  leurs  trois  axes  principaux  de  rotation ,  il  en 
résulterait  dans  la  position  de  leurs  axes  de  rotation  ,  des  change- 
mens  qui  seraient  sensibles  ,  sur-tout  pour  la  terre  ;  et  comme  les 
observations  les  plus  précises  n'en  font  appercevoir  aucun  ,  nous 
devons  en  conclure  que  depuis  long- temps  ,  toutes  les  parties  des 
corps  célestes,  et  principalement  les  parties  fluides  de  leurs  sur- 
faces, se  sont  disposées  de  manière  à  rendre  stables  ,  leur  état  d'équi- 
libre, et  par  conséquent,  leurs  axes  de  rotation.  Il  est  en  effet,  très- 
natUrel  de  penser  qu'après  un  grand  nombre  d'oscillations,  elles 
ont  dû  se  fixer  à  cet  état ,  en  vertu  des  résistances  qu'elles  éprou- 
vent. Voyons  maintenant,  les  conditions  qui  en  résultent  dans 
l'expression  des  rayons  des  corps  célestes. 

Si  l'on  nomme  x ,  y,  z ,  les  coordonnées  rectangles  d'une  molé- 
cule dM  du  sphéroïde  ,  rapportées  aux  trois  axes  principaux , 
l'axe  des  x  étant  l'axe  de  rotation  du  sphéroïde  ;  on  aura  par  les 
propriétés  de  ces  axes  ,  démontrées  dans  le  premier  Livre, 

o—fxy.dM;  o  —  fxz.dM;  o=fyz.dM; 
les  intégrales  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du  sphéroïde. 
R  étant  le  rayon  mené  de  l'origine  des  coordonnées,  à  la  molé- 
cule dM  ;  9  étant  l'angle  formé  par  R  et  par  l'axe  de  rotation  y 
et  -a-  étant  l'angle  que  le  plan  formé  par  cet  axe  et  par  R ,  fait  avec 
le  plan  formé  par  cet  axe  et  par  celui  des  deux  axes  principaux  , 
qui  est  l'axe  des  ^;  on  aura  : 

x=Rp  ;     y  =  R.V\ — ^.cos.'ar  ;     z  =  R.V\  —  p'.côn.*; 
dM=p.R\dR.di*.d<*. 

Les  trois  équations  données  par  la  nature  des  axes  principaux  de 
rotation,  deviendront  ainsi, 

0=f  p.RKdR.dp.d'&.p.  V  \ — ft'.COS.îf; 

o  —ff.RKdR.dp.dvr.p.  V  x — ^ . sin.  m  ; 
o—ff.R^.dR.d/  m2). sin.  a<sr. 


O 
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Concevons  l'intégrale  ff.RKdR,  prise  par  rapport  à  R ,  depuis 
A~o,  jusqu'à  la  valeur  de  R  à  la  surface  du  sphéroïde ,  et  déve- 
loppée dans  une  suite  de  la  forme  £/"«+  +  &c.  ; 
UW  étant  quel  que  soit  i,  assujéti  à  l'équation  aux  différences 
partielles , 


On  aura  par  le  théorème  du  n°.  1 2 ,  lorsque  i  est  différent  de  2  ,  et 
on  observant  que  les  fonctions,  p.  V \— J?.  cos.^r,  f*.  /7^\sin.<sr, 
et  fi — p*J.sin.sr«,  sont  comprises  dans  la  forme  ÏTWy 

o  =fU^.dy..d™.y..  l/i— //.2.cos.^  ; 

o  =fU{-lKd^.d-ar.y..  \/  \ — <i?.$iu.  '3r; 

o=pfU®.dtt.d-*.(i— *#>*«n.à*. 

Les  trois  équations  relatives  à  la  nature  des  axes  de  rotation, 
deviendront  ainsi , 

o  ==fUW.dp.d>m.n.  V\ — ^.cos.-sr  ; 
O  =fU(-''\dp.d'n.[t.  V  \  —  ,(/.*.  sin.-sr  y 
o  =JZ7W.di*.4v,  (i—^).BÎa.  Z«*. 

Ces  équations  ne  dépendent  donc  que  delavaleurde  Z7«:cette  valeur 
est  de  la  forme  H.( ^—  ±)+jr^  V 1—  ^.sin.^+^VVî^^.cos,* 
+  H"'.(i~ f). sin.a*  +  ZT^.Ci—^;. COs.  a«  ;  en  la  substituant 
dans  les  trois  équations  précédentes  ,  on  aura 

Hr  =  o  ■       H"  =  o  j  H"=o. 
C'est  à  ces  trois  conditions  que  se  réduisent  les  conditions  néces- 
saires pour  que  les  trois  axes  des*,  des  y  et  des  z,  soient  de  véri- 
tables axes  de  rotation ,  et  alors         sera  de  la  forme 

H.frf—  V  +  H".  (\— fi*;.coa.a«. 
Lorsque  le  sphéroïde  est  un  solide  peu  différent  de  la  sphère  , 
recouvert  d'un  fluide  en  équilibre;  on  a  R  =  a.(i+uj) ,  et  par 
conséquent, 
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Si  l'on  substitue  pour  y,  sa  valeur  FW  +  r<l>+ T^+kc,  on  aura 

Uw  =  *.ff.d.(as  Y^). 
L'équation  (2)  du  n°.  29  ,  donne  à  la  surface  du  sphéroïde , 

£  .ff .  d.  ( a5 .  Y      =  i  tt  .  7  «  ./) .  rf .  a3-  Zw  ; 

5 

Yw  et  #w  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  étant  relatifs 
à  la  surface  :  on  a  donc 

U^  =  \*.Y^.f9.d.a?  — . 

La  valeur  de  Z™  est  de  la  forme 

_ E .      _  i)  +g'.  p .  V 7"^> .  sin.  <* + g",  p.  V7 1 — f? .  cos. * 
<f  1— .  sin.  2  •w+g""  cos- 2  *  » 

et  celle  de  F00  est  de  la  forme 

+     .  (  1  _      .  sin.  2  * + A'" .  C 1— f**J  •  cos.  2  m. 

En  substituant  dans  l'équation  précédente  ,  ces  valeurs ,  et 
jl\  /y>_  i)  4-  cos.  39,  au  lieu  de  17C!°;  on  aura 

'  rr" 

g        .     1,"^      ^         ,        = — s.  r. 

"  ~  4*-./>.a*da  »  4*.fe.a*da  4rr.Jf.cfda 

Telles  sont  les  conditions  qui  résultent  de  la  supposition  que  le 
sphéroïde  tourne  autour  d'un  de  ses  axes  principaux  de  rotation. 
Cette  supposition  détermine  les  constantes  h',  h",  h'",  au  moyen 
des  valeurs  de  g',  g",  g";  mais  elle  laisse  indéterminées  les  quan 
tités  h  et  h,r  ,  ainsi  que  les  fonctions  Y^\  &c. 

Si  les  forces  étrangères  à  l'attraction  des  molécules  du  sphéroïde , 
se  réduisent  à  la  force  centrifuge  due  à  son  mouvement  de  rota- 
tion; on  aura  g-'  =0  ,  g"=  o ,  g"  =  o  ;  partant  A'*=0,  A''  — O, 
h'"  tsz  o ,  et  l'expression  de  Y^  sera  de  la  forme 

55.  Considérons  l'expression  de  la  pesanteur  ,  à  la  surface  du 
sphéroïde.  Nommons  p  cette  fo^e;  il  est  aisé  de  voir ,  par  le  n°.  a5, 
que  l'on  aura  sa  valeur,  c  '  seconr1 
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l'équation  (1)  du  n°.  29  ,  par  rapport  à  r,  et  en  divisant  sa  diffé- 
rentielle ,  par  — dr  ;  ce  qui  donne  à  la  surface  , 

3r  r?         (  or  5r*  jr3  J 

— «  r.  {  2 .       +  2 .  J&W  +  3    -Z<3)  +  4 r\       +  &c. }  ; 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o,  jusqu'à  a=i.  Le  rayon  r 
à  la  surface  ,  est  égal  à  1  +  *jr  ,  ou  égal  à 

on  aura  ainsi , 

p  =  ï^.fP.d.  as-  ~  { rw +  yo> + yw+  &c. }  ./> .  *  a3 

+4^./p.f/.L3.rw+^.r(,)+— .rw+^ .r(3)+  &c.) 

I  3-5  7  J 

—  *.  {2.ZW+2.ZW+5.Z3)+4.ZW  +  &c.}. 

On  peut  faire  disparoître  les  intégrales  de  cette  expression,  au 
moyen  de  l'équation  (2)  du  n°.  29,  qui  devient  à  la  surface, 

./? .  à.  (ai+3 .  r  w  ;  =  f  » .  r«  .a  .  #  a3 — z(i> 

en  supposant  donc , 

p=±7T.fP.d.  a3— ~.  r(o) +4*3-  ,y>.  <*.  (a»rw; — 2  « . 

on  aura 

p=p+ap.{rw+2.F3'+5.r«'  +r*-Li;.Jrco+&c.} 

—  ^  {5.zt»+7.  z<»+9.z">  +  f2i+i>Z');&c,}. 

C'est  par  l'observation  des  longueurs  du  pendule  à  secondes  ,  que 
l'on  a  reconnu  la  variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre» 
On  a  vu  dans  le  premier  Livre  ,  que  ces  longueurs  sont  propor- 
tionnelles à  la  pesanteur;  soient  donc  l  et  L,  les  longueurs  du 
pendule  ,  correspondantes  aux  pesanteurs  p  et  P  ;  l'équation  pré- 
cédente donnera 

l  ==  L  -f-  *£•  {  ¥W  +  2 .  Y  <3> + 5  •  YW  +  YW  } 


pi* 
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cr 

Relativementàla  terre,  aZ^se  réduit  par  le  n°.  23,  à  -  | .  (V —  \)  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  à  •î°-(Vl — \),  **  étant  le  rap- 

port  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur  ;  de  plus, 


Z(  ),  &c. ,  sont  nuls  ;  on  a  donc 

1  —  l  +       {fW+2Tf3)+3TW  +(i—i).Y&} 

Le  rayon  osculateur  du  méridien  d'un  sphéroïde  qui  a  pour  rayon 
i-jray,  est 


à, 

en  désignant  donc  par  c,  la  grandeur  du  degré  d'un  cercle  dont 
le  rayon  est  ce  que  nous  avons  pris  pour  l'unité  ;  l'expression  du 
degré  du  méridien  du  sphéroïde  ,  sera 

.■L..(^)+..jAt^-(^)}i 

y  est  égal  à  Y™+  Y^  +  r«+  &c.  ;  on  peut  faire  disparaître  ï"c"\ 
en  le  comprenant  dans  la  constante  arbitraire  que  nous  avons  prise 
pour  l'unité  ;  et  YM,  en  fixant  l'origine  du  rayon,  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde  entier.  Ce  rayon  devient  ainsi , 

i+«.{rwfrp)+r«)+&c.}. 

Si  l'on  dhserve  ensuite  que 

v  c/i  )  i—pi* 

l'expression  du  degré  du  méridien  deviendra , 

c  —  *c-{5.Y&+u.Yw  +     +      1  j  &p.} 


.,{(~H^)+&"} 


i  —  (Itt 
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Si  l'on  compare  ces  expressions  du  rayon  terrestre,  de  la  longueur 
du  pendule  ,  et  de  la  grandeur  du  degré  du  méridien;  on  voit  que 
le  terme  &  de  l'expression  du  rayon  ,  est  multiplié  par  i —  1  , 
dans  l'expression  de  la  longueur  du  pendule,  et  par  +  i — i,  dans 
celle  du  degré  ;  d'où  il  suit  que  pour  peu  que  i — 1  soit  considé- 
rable ,  ce  terme  sera  plus  sensible  dans  les  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule ,  que  dans  celle  de  la  parallaxe  horizontale  de  la 
lune  ,  qui  est  proportionnelle  au  rayon  terrestre;  il  sera  plus  sen- 
sible encore  dans  les  mesures  des  degrés,  que  dans  les  longueurs 
du  pendule.  La  raison  en  est,  que  les -termes  de  l'expression  du 
rayon  terrestre  subissent  deux  différentiations  dans  l'expression 
du  degré  du  méridien;  et  chaque  différentiation  multiplie  ces 
termes  par  l'exposant  correspondant  de  |H ,  et  les  rend  ainsi  plus 
considérables.  Dans  l'expression  de  la  variation  de  deux  degrés 
consécutifs  du  méridien  ,  les  termes  du  rayon  terrestre  subisssent 
trois  différentiations  consécutives  ;  ceux  qui  écartent  la  figure  de  la 
terre,  de  celle  d'un  ellipsoïde,  peuvent  devenir  par -là,  très- 
sensibles  ,  et  l'ellipticité  conclue  de  cette  variation  ,  peut  être  fort 
différente  de  celle  que  donnent  les  longueurs  observées  du  pendule. 
Ces  trois  expressions  ont  l'avantage  d'être  indépendantes  de  la 
constitution  intérieure  de  la  terre ,  c'est-à-dire ,  de  la  figure  et  de 
la  densité  de  ses  couches;  en  sorte  que  si  l'on  parvient  à  déter- 
miner les  fonctions  ,  J"(3>,  &c. ,  par  les  mesures  des  degrés 
des  méridiens  et  des  parallaxes;  on  aura  sur  le  champ,  la  lon- 
gueur du  pendule  ;  on  pourra  donc  ainsi  vérifier  si  la  loi  de  Ja 
pesanteur  universelle  s'accorde  avec  la  figure  de  la  terre ,  et  avec 
les  variations  observées,  de  la  pesanteur  à  sa  surface.  Ces  rela- 
tions remarquables  entre  les  expressions  des  degrés  du  méridien 
et  des  longueurs  du  pendule  ,  peuvent  servir  encore  à  vérifier  les 
hypothèses  propres  à  représenter  les  mesures  des  degrés  des  méri- 
diens :  c'est  ce  qui  va  devenir  sensible  par  l'application  que  nous 
allons  en  faire  à  l'hypothèse  proposée  par  Bouguer ,  pour  repré- 
senter les  degrés  mesurés  au  nord,  en  France  et  à  l'équateur. 

Supposons  que  l'expression  du  rayon  terrestre  soiti+a.FW 
+  *.J'(4),  et  que  l'on  ait, 

çé^'W  r-  N 
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il  est  aisé  de  voir  que  ces  fonctions  de  y.  satisfont  aux  équations 
k  différences  partielles  auxquelles  Y&>  et  Yw  doivent  satisfaire. 
La  variation  des  degrés  du  méridien  sera,  par  ce  qui  précède, 

uc.  {5^—^.5}. t?+iS*ç.JB.i*. 

Bouguer  suppose  cette  variation  proportionnelle  à  la  quatrième 
puissance  du  sinus  de  la  latitude ,  ou  ce  qui  revient  à-peu-près 
au  même,  à//4,-  en  faisant  donc  disparoître  de  la  .fonction  précé- 
dente, le  terme  multiplié  par       on  aura 

ainsi  dans  ce  cas  ,  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la  terre  à 
sa  surface  ,  sera,  en  prenant  pour  unité  ,  celui  de  l'équateur , 

L'expression  de  la  longueur  l  du  pendule ,  deviendra ,  en  dési- 
gnant par  L,  sa  valeur  à  l'équateur, 

a  AL 

L  +  ïa.p.L.1**  — -.C  16.^+21.^;. 

Enfin ,  l'expression  du  degré  du  méridien ,  sera ,  en  nommant  c 
sa  grandeur  à  l'équateur, 

Nous  observerons  ici  que ,  conformément  à  ce  que  nous  venons 
de  dire,  le  terme  multiplié  par  ^  est  trois  fois  plus  sensible  dans 
l'expression  de  la  longueur  du  pendule  ,  que  dans  celle  du  rayon 
terrestre ,  et  cinq  fois  plus  sensible  dans  l'expression  de  la  gran- 
deur du  degré,  que  dans  celle  delà  longueur  du  pendule;  enfin  sur 
le  parallèle  moyen,  il  seroit  quatre  fois  plus  sensible  dans  l'expres- 
sion de  la  variation  des  degrés  consécutifs ,  que  dans  celle  du  degré 
même.  Suivant  Bouguer ,  la  différence  des  degrés  du  pôle  et  de 
l'équateur,  divisée  par  le  degré  de  l'équateur,  est  ffffs*5  c'est  ^e 
rapport  qu'exigent  dans  son  hypothèse,  les  mesures  des  degrés  de 
Pello ,  de  Paris ,  et  de  l'équateur.  Ce  rapport  est  égal  à  -^f .  *<j4 }  on 
a  donc 

*u4  —  ^  oo5  ''->i7. 
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En  prenant  pour  unité  ,  la  longueur  du  pendule  à  l'équateur;  la 
variation  de  cette  longueur  dans  un  lieu  quelconque,  sera 

0,0054717    r  „  • 

On  aparle  n°.  19,  «?>=o,oo545ii5- ce  qui  donne  {  =  0,0086278, 
et  la  formule  précédente  devient 

0,0060 5 2 g.//2  —  o,  ooSSygô.//4. 

A  Pello  où  (W  =  sin.74°22',  cette  formule  donne  0,002701:6,  pour 
la  variation  de  la  longueur  du  pendule.  Suivant  les  observations, 
cette  variation  est  o,oo44625  ,  et  par  conséquent ,  beaucoup  plus 
grande  ;  ainsi  l'hypothèse  de  Bouguer  ne  pouvant  pas  se  concilier 
avec  les  observations  de  la  longueur  du  pendule ,  elle  n'est  pas 
admissible. 

ô4.  Appliquons  les  résultats  généraux  que  nous  venons  de 
trouver  ,  au  cas  où  le  sphéroïde  n'est  point  sollicité  par  des  attrac- 
tions étrangères,  et  où  il  est  formé  de  couches  elliptiques  ayant 
leur  centre,  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde.  On  a  vu  que  ce  cas 
est  celui  de  la  terre  supposée  originairement  fluide  :  il  est  encore 
celui  de  la  terre,  dans  l'hypothèse  où  les  figures  de  ses  couches 
seroient  semblables.  En  effet,  l'équation  (2)  du  n°.  2g,  devient  à  la 
surface  où  a  =  1 , 

o  =       .ff  .a\da  ï~.fP .  d.  (ai+3 .  T»)  -  — . 

Les  couches  étant  supposées  semblables ,  la  valeur  de  F®  est  pour 
chacune  d'elles,  la  même  qu'à  la  surface  ;  elle  est  par  conséquent, 
indépendante  de  a,  et  l'on  a 

Lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  5,  S$)  est  nul  relativement  à 

la  terre  5  d'ailleurs ,  le  facteur  1 —  .a1  est  toujours  positif j 

donc  alors  Y®  est  nul.  1*W  est  encore  nul,  par  le  n°.  01,  lorsque 
l'on  fixe  l'origine  des  rayons  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde  ; 

Ni 
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enfin  ,  on  a  par  le  n°.  53  ,  égal  à  —  *- .  —  f  ; .  4  tt  ./) .  cfd  a; 
on  a  donc 

rw=.~-  — 

J p  .a'da.(i  —  a*) 

ainsi  la  terre  est  alors  un  ellipsoïde  de  révolution.  Considérons 
donc  généralement  le  cas  où  la  figure  de  la  terre  est  elliptique 
et  de  révolution. 

On  a  dans  ce  cas  ,  en  fixant  l'origine  des  rayons  terrestres  ,  au 
centre  de  gravité  de  la  terre , 

1*0)— O  ;       F»  =  o  ;       YW=o;  &c. 

h  étant  une  fonction  de  a  ;  on  a  de  plus , 

2W«o  ;       #?>=sq  ;       Z^=o  ;  &c. 

l'équation  (2)  du  n°.  29  donnera  donc  â  la  surface  , 

o  =  6./)  .d(ash  )  +  5.(<p  —  ah)  ./)  .d.  a3.  (1) 
Cette  équation  renferme  la  loi  qui  doit  exister  pour  l'équilibre , 
entre  les  densités  des  couches  du  sphéroïde,  et  leurs  ellipticités; 
car  le  rayon  d'une  couche  étant  a.  {i  +  *rl,) — cth.(p*  —  î)}->  si 
l'on  suppose ,  comme  cela  est  permis  ,  Y{°)  ==  —  y  h ,  ce  rayon  de- 
vient a.  {1  —  ah.^},  et  alors  <th  est  l'ellipticité  de  la  couche. 

A  la  surface  du  sphéroïde,  le  rayon  est  1 — «  h.^';  d'où  l'on  voit 
que  les  diminutions  des  rayons,  en  allant  de  l'équateur  aux  pôles, 
sont  proportionnels  à  ^,  et  par  conséquent ,  au  quarré  du  sinus 
de  la  latitude. 

L'accroissement  des  degrés  du  méridien,  de  l'équateur  aux  pôles , 
est  par  le  n°.  précédent  ,  égal  à  5  à  hep? ,  c  étant  le  degré  de 
l'équateur;  il  est  donc  encore  proportionnel  au  quarx'é  du  sinus  de 
la  latitude. 

L'équation  (1)  nous  montre  que  les  densités  étant  supposées 
diminuer  du  centre  à  la  surface  ,  l'ellipticité  du  sphéroïde  est 
moindre  que  dans  le  cas  de  l'h'     Eréhéité  -  à  moins  que  Jes  ellipti- 
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Cités  n'aillent  en  augmentant  de  la  surface  au  centre  ,  dans  un  plus 
grand  rapport  que  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  à  ce 

centre.  En  effet,  si  l'on  suppose  h=  —  ,  on  aura 

fp.d(àh)  =,f?.d(a3u)  =  u.fp.d.a*+f(du.fa3d?). 
Si  les  ellipticités  croissent  dans  un  moindre  rapport  que  —,  u  aug- 
mente du  centre  à  la  surface,  et  par  conséquent,  du  est  positif  ; 
d'ailleurs,  dp  est  négatif,  par  la  supposition  que  les  densités  dimi- 
nuent du  centre  à  la  surface;  ainsi  f(du.J a3 dp)  est  une  quan- 
tité négative ,  et  en  faisant  à  la  surface  , 

f  p.d(ash)  =  (h  — f).fp.d.  à3; 
f  sera  une  quantité  positive.  Cela  posé,  l'équation  (1)  donnera 

5  &  $ 

«  h  sera  donc  moindre  que  — ^—  ,  et  par  conséquent  ,  il  sera  plus 

petit  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité  où  dp  étant  nul ,  f  est  égal  à 
zéro. 

Il  suit  de-Ià ,  que  dans  les  hypothèses  les  plus  vraisemblables  , 

l'applatissement  du  sphéroïde  est  moindre  que          ;  car  il  est 

4 

naturel  de  penser  que  les  couches  du  sphéroïde  sont  plus  denses 
en  approchant  du  centre,  et  que  les  ellipticités  augmentent  de  la 

surface  au  centre ,  dans  un  moindre  rapport  que  —,  ce  rapport 

donnant  un  rayon  infini ,  aux  couches  infiniment  voisines  du 
centre,  ce  qui  est  absurde.  Ces  suppositions  sont  d'autant  plus 
vraisemblables ,  qu'elles  deviennent  nécessaires  ,  dans  le  cas  où  le 
sphéroïde  a  été  originairement  fluide  :  alors ,  les  couches  les  plus 
denses  sont,  comme  on  l'a  vu,  les  plus  voisines  du  centre ,  et  les 
ellipticités,  loin  d'augmenter  en  allant  de  la  surface  au  centre, 
vont ,  au  contraire ,  en  diminuant. 

Si  f  on  suppose  que  le  sphéroïde  soit  un  ellipsoïde  de  révolution, 
recouvert  d'une  masse  fluidp  homogène  d'une  profondeur  quel- 
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conque  ;  en  nommant  a',  le  demi-petit  axe  de  l'ellipsoïde  solide,  et 
ah'  son  ellipticité  ;  on  aura  à  la  surface  du  fluide , 

fP.d(a5h)=  h—  a'5 . h'  +ff . d.  (a5 h)  ; 

l'intégrale  du  second  membre  de  cette  équation  ,  étant  prise  rela- 
tivement à  l'ellipsoïde  intérieur,  depuis  son  centre,  jusqu'à  sa 
surface  ,  et  la  densité  du  fluide  qui  le  recouvre ,  étant  prise  pour 
l'unité.  L'équation  (1)  donnera  donc  pour  l'expression  de  l'ellipti- 
cité  ah,  du  sphéroïde  terrestre, 

5*<p.  f  i  —  a'3  +  fp.d.a3}  —  6«.h'  .a's  +  Gz.fp.d.faSh) 

*  h  ==  *  7  ;  ; —  ; 

4 — 10 . a  îo./p.fî.a3 

les  intégrales  étant  prises  depuis  a=o,  jusqu'à  a=a'. 

Considérons  présentement ,  la  loi  de  la  pesanteur ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même ,  celle  de  la  longueur  du  pendule  ,  à  la  surface  du 
sphéroïde  elliptique  en  équilibre.  La  valeur  de  /  trouvée  dans  le 
n°.  p  recèdent ,  devient  dans  ce  cas  , 

l~L+ttL-{~<p  —  h}  .((*■'  —  j)  ; 
en  faisant  donc  L —  L  —  y  a  L  ■  ( \  <p  —  h)  ;  on  aura  en  négligeant 
les  quantités  de  l'ordre  <t* , 

l  =  L'+cL'.(l<p  —  h).^; 
équation  d'où  il  résulte  que  El  est  la  longueur  du  pendule  à 
secondes  ,  à  l'équateur ,  et  que  cette  longueur  croît  de  l'équateur 
eux  pôles ,  proportionnellement  au  quarré  du  sinus  de  la  latitude. 

Si  l'on  nomme  as,  l'excès  delà  longueur  du  pendule  au  pôle  , 
sur  sa  longueur  à  l'équateur ,  divisé  par  cette  dernière  longueur  ; 
on  aura  *  s  =  *.  (\  f>  —  h)\  et  Par  conséquent , 

«£  +  *A  =  j.  ap  ; 

équation  remarquable  entre  l' ellipticité  de  la  terre  ,  et  la  varia- 
tion de  la  longueur  du  pendule  ,  de  l'équateur  aux  pôles.  Dans  le 
cas  de  l'homogénéité,  ah=\a<p  ;  ainsi  dans  ce  cas ,  *i  =  ah;  mais 
si  le  sphéroïde  est  hétérogène ,  autant  ah  est  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  ~  tty ,  autant  at  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  la  même 
quantité. 

35.  Les  planètes  étant  supposées  recouvertes  d'un  fluide  en 
équilibre  ;  il  est  nécessaire  dans  le  calcul  de  leurs  attractions,  de 
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connoître  l'attraction  des  sphéroïdes  dont  la  surface  est  fluide  et 
en  équilibre  :  on  peut  l'exprimer  fort  simplement ,  de  cette  ma- 
nière. Reprenons  l'équation  (5)  du  n°.  i4j  on  en  fera  disparoître 
les  signes  d'intégration,  au  moyen  de  l'équation  (2)  du  n°.  2g, 
qui  donne  à  la  surface  du  sphéroïde , 

~-.ff .  d.  (ai+\Y^)  =  41-  Y{î)-ff  •  d.  cf—Zï); 

2 J  '  3  - 

ainsi  en  fixant  l'origine  des  rayons  r,  au  centre  de  gravité  du 
sphéroïde,  ce  qui  fait  disparoître  ;  en  observant  ensuite  que 
Z^  est  nul,  et  que  r**)  étant  arbitraire  ,  on  peut  supposer 

4"r  •  * 

— -.Y(°) — Z^  —  o  ;  l'équation  (5)  du  n°.  j4,  donnera 

—  -.    ZW+  -4-  —  +  &c.  ; 

expression  dans  laquelle  on  doit  observer  que  ~-^-.fp.d.a3  exprime 

la  masse  du  sphéroïde,  puisque  dans  le  cas  de  r  infini,  la  valeur  de 
est  égale  à  la  masse  du  sphéroïde  ,  divisée  par  r.  Cela  posé,  l'at- 
traction du  sphéroïde  parallèlement  à  r ,  sera  —  (^d~^)  '  l'attrac- 
tion perpendiculaire  à  ce  rayon,  dans  le  plan  du  méridien,  sera 
v/r=^  fdV\ 

 r  '\~Â~}?  ennn  l'attraction  perpendiculaire  à  ce  même 


\d  zr  J 


rayon  dans  le  sens  du  parallèle ,  sera  \  '/   .  L'expression 

r.  Vi—piA 

de  f  devient,  relativement  à  la  terre  supposée  elliptique  , 

M  étant  la  masse  de  la  terre. 

56.  Quoique  la  loi  de  l'attraction  en  raison  inverse  du  quarré 
de  la  distance  ,  soit  la  seule  qui  nous  intéresse  ;  cependant  l'équa- 
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tion  (1)  du  n°.  10  ,  offre  une  détermination  si  simple  de  la  pesan- 
teur à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes  en  équilibre ,  quel  que 
soit  l'exposant  de  la  puissance  de  la  distance ,  à  laquelle  l'attrac- 
tion est  proportionnelle  •  que  nous  croyons  pouvoir  la  présenter 
ici.  L'attraction  étant  comme  une  puissance  quelconque  n ,  de  la 
distance  si  l'on  désigne  par  d  m ,  une  molécule  du  sphéroïde  , 
et  par  f,  sa  distance  au  point  attiré  ;  l'action  de  dm  sur  ce  point , 
multipliée  par  l'élément  —  df,  de  sa  direction ,  sera  — ctm.f.df. 

,  l  dm.f"+l 
L'intégrale  de  cette  quantité ,  prise  par  rapport  a/,  est  -— — , 

et  la  somme  de  ces  intégrales,  étendue  au  sphéroïde  entier,  est 

 —  •  en  supposant,  comme  dans  le  n°.  10  ,  V=f.f"+1  .dm. 

Si  le  sphéroïde  est  fluide,  homogène  ,  et  doué  d'un  mouvement 
de  rotation,  et  s'il  n'est  sollicité  par  aucune  attraction  étrangère  j 
on  aura  à  sa  surface  ,  dans  le  cas  de  l'équilibre ,  par  le  n".  23, 

V 

constante  =  ■ — \-jg.r*.(i — f*\)i 

n+i 

r  étant  le  ravon  mené  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde  à  sa  sur- 
face ,  et  g  étant  la  force  centrifuge ,  à  la  distance  i  de  l'axe  de 
rotation. 

La  pesanteur  p  à  la  surface  du  sphéroïde ,  est  égale  à  la  diffé- 
rentielle du  second  membre  de  cette  équation ,  prise  par  rapport  à  r, 
et  divisée  par  —dr;  ce  qui  donne 

Reprenons  maintenant,  l'équation  (1)  du  n°.  10,  qui  est  relative 
à  la  surface , 

/dV\  _  (n+i).A  (n-Vx).V 

\drj  an  o,a  ' 

cette  équation  combinée  avec  les  précédentes ,  donne 

O+ij.r      •)  . 
P  =  constante  +  j — —  1  j  .gr.  (  1  r-/*  )■ 

À  la  surface  ,  r  est  à  très-peu  près  égal  à  a;  en  faisant  donc  pour 
simplifier,  a=  i  ,  on  aura 

p  —  constante  +  (~r~^' 8>  (l — 

Soit 
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Soit  P,  la  pesanteur  à  l'équateur  du  sphéroïde ,  et  a.  <p  ,  le  rapport 
de  la  force  centrifuge  à  la  pesantenr  à  l'équateur  ;  on  aura 

d'où  il  suit  que  de  l'équateur  aux  pôles ,  la  pesanteur  varie  pro- 
portionnellement au  quarré  du  sinus  de  la  latitude.  Dans  le  cas  de 
la  nature  où  n  —  —  u ,  on  a 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  précédemment 
Mais  il  est  remarquable ,  que  si/î  =  3,  on  a  p—P;  c'est-à-dire, 
que  si  l'attraction  est  proportionnelle  au  cube  de  la  distance,  la 
pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  liomogènes  ,  est  par-tout  la 
même  ,  quel  que  soit  leur  mouvement  de  rotation. 

5y.  Nofis  n'avons  eu  égard,  dans  la  recberche  de  la  figure 
des  corps  célestes,  qu'aux  quantités  de  l'ordre  <*/  mais  il  est  facile 
par  l'analyse  précédente,  d'étendre  les  approximations ,  aux  quan- 
tités de  l'ordre  a*,  et  des  ordres  supérieurs.  Considérons  pour  cela, 
la  figure  d'une  masse  fluide  homogène  en  équilibre,  recouvrant  un 
sphéroïde  peu  différent  d'une  sphère ,  et  doué  d'un  mouvement 
de  rotation  ;  ce  qui  est  le  cas  de  la  terre  et  des  planètes.  La  condi- 
tion de  l'équilibre  à  la  surface,  donne  par  le  n°.  i5,  l'équation 

constante  =  V  .    .  (V  —  f ). 

La  valeur  de  V  sa  compose  i°.  de  l'attraction  du  sphéroïde  recou- 
vert par  le  fluide ,  sur  la  molécule  de  la  surface ,  déterminée  par  les 
cordonnées  r,  Ô  et^,-  '2°,  de  l'attraction  de  la  masse  fluide  sur  cette 
molécule  5  or  la  somme  de  ces  deux  attractions  est  la  même  que  la 
somme  des  attractions  i°.  du  sphéroïde,  en  supposant  la  densité 
de  chacune  de  ses  couches ,  diminuée  de  la  densité  du  fluide  5 
2°.  d'un  sphéroïde  de  même  densité  que  le  fluide ,  et  dont  la  sur- 
face extérieure  est  la  même  que  celle  du  fluide.  Soit  J^',  la  pre- 
mière de  ces  attractions ,  et  V"  la  seconde ,  en  sorte  que 
V—V'-\-  V";  on  aura ,  en  supposant  g  de  l'ordre  <*  et  égal  à  *g'} 

constante  =  V  +  VJ'—  — .  r1 .  <>*—  V- 
Méc  O 


JoG         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

On  a  vu  dans  le  n°.  g ,  que  V  peut  se  développer  dans  une  série 
de  la  forme 

iyc°)    z/co  z/co 

■  (---  +  "—+  &c-> 

r        r*  r8 
étant  assujéti  à  l'équation  aux  différences  partielles  , 


dp 


et  l'on  peut  par  l'analyse  du  n".  17  ,  déterminer  E/W,  avec  toute  la 
précision  désirable  ,  lorsque  la  figure  du  sphéroïde  est  connue. 
Pareillement,  V"  peut  se  développer  dans  une  série  de  la  forme 
17  M     £/CO     £7  00 
r        r  r1 

£7(I'  étant  assujéti  à  la  même  équation  aux  différences  partielles  , 
que  £7W.  Si  l'on  prend  pour  unité  de  densité  ,  celle  du  fluide  ,  on  a 
par  le  n°.  1 7  , 

U^=-  .Z^i 

r    étant  supposé  développé  dans  la  suite , 

+       +  &c, 
dans  laquelle        est  assujéti  à  la  même  équation  aux  différences 
partielles,  que  t/(0.  L'équation  de  l'équilibre  deviendra  donc, 
7C°)      £7C°)  1      f  . 

r         r  r,+l    (_  (1 

—  *g.r\(^  —  \); 

/  étant  égal  ou  plus  grand  que  l'unité. 

Si  la  distance  r  de  la  molécule  attirée  ,  au  centre  du  sphéroïde, 
étoit  infinie  ;  V  seroit  égal  k  la  somme  des  masses  du  sphéroïde  et 
du  fluide,  divisée  par  r;  en  nommant  donc  m  ,  cette  somme,  on  • 
aura  U^+U^  ~m.  Ne  portons  l'approximation,  que  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  a.*  :  nous  pouvons  supposer 

r=  1  +ay  +  a.*y  ; 

ce  qui  donne 

=  1 4  a + o) .  .y + . «.  ,r + (i + 3; ,  ^  .y. 


constante  =  ■+  — — h  S.— —.{  17^+-.  3 — :  
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Supposons 

y  =  ro+rw+rt'H  &c5 

jK'  =  M^  +  M^  +  M^+  &c.  5 

}"W  etitfW  étant  assujétis  à  la  même  équation  aux  diffé- 
rences partielles  que        ;  nous  aurons 


Nous  observerons  ensuite  que  est  une  quantité  de  l'ordre  «  , 
puisqu'elle  seroit  nulle ,  si  le  sphéroïde  étoit  une  sphère  ;  en  ne 
portant  ainsi,  l'approximation  que  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  *%• 
sera  de  cette  forme ,  «  J/'«  +  a\  U"^.  En  substituant  donc  ces 
valeurs  dans  l'équation  précédente  de  l'équilibre  ,  et  en  y  chan- 
geant r ,  dans  1  -f  aj  +  a.y' ■  on  aura  aux  quantités  près  de  l'ordre  *% 

constante  =  m.  {1  — «j-f*2.^ — <*'j''} 

.  é&<rn-^'P+lK.r&+é*i  yM 

'  .MM 


2/4-1 


En  égalant  séparément  à  zéro  ,  les  termes  de  l'ordre  «,  et  ceux  de 
l'ordre  «%•  on  aura  les  deux  équations, 

s. (m  i^-Y r<t>=2,U!®-* i.,{u'—*)  . 

C  étant  une  constante  arbitraire.  La  première  de  ces  équations 
détermir.  Y*    e»  ^  or—'  '.eur  de  y.  En  la  substi- 

O  ^ 
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tuant  dans  le  second  membre  de  la  seconde  équation  ,  on  le  déve- 
loppera par  la  méthode  du  n°.  16 ,  dans  une  suite  de  la  forme 

jy-(°)  +  iV-('>  +  jv~M+  &c;  • 
N{i)  étant  assujéti  à  la  même  équation  aux  différences  partielles  , 
que  U^j  et  l'on  déterminera  la  constante  C,  de  manière  que  JV(,,) 
soit  nul  ;  on  aura  ainsi , 

JVC-) 

Y«t)  —  —  , 

m  — - 

et  par  conséquent , 

JVC')        JVC»)  JVC3) 

y'  —  —  1  1  —  +  &C. 

r        m  —  j  7T      m  —  m — jff 

L'expression  du  rayon  r  de  la  surface  fluide ,  sera  ainsi  déterminée 
aux  quantités  près  de  l'ordre  a3,  et  l'on  pourra  par  le  même 
procédé  ,  porter  l'approximation  aussi  loin  que  l'on  voudra.  Nous 
n'insisterons  pas  davantage  sur  cet  objet  qui  n'a  de  difficulté , 
que  la  longueur  du  calcul  ;  mais  nous  tirerons  de  l'analyse  pré- 
cédente ,  cette  conclusion  importante  ,  savoir  que  l'on  peut  affir- 
mer que  l'équilibre  est  rigoureusement  possible ,  quoique  l'on  ne 
puisse  pas  assigner  la  figure  rigoureuse  qui  y  satisfait  ;  car  on 
peut  trouver  une  suite  de  figures  qui  substituées  dans  l'équation 
de  l'équilibre ,  laissent  des  restes  successivement  plus  petits ,  et 
qui  deviennent  moindres  qu'aucune  grandeur  donnée, 
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CHAPITRE  V. 

Comparaison  de  la  théorie  précédente ,  avec  les  observations. 

58.  Pour  comparer  aux  observations  ,  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer  ;  il  faut  connoître  la  courbe  des  méridiens  ter- 
restres ,  et  celles  que  l'on  trace  par  une  suite  d'opérations  géodé- 
siques.  Si  par  l'axe  de  rotation  de  la  terre ,  et  par  le  zénith  d'un  lieu 
de  sa  surface ,  on  imagine  un  plan  prolongé  jusqu'au  ciel  ;  ce  plan 
y  tracera  la  circonférence  d'un  grand  cercle  qui  sera  le  méridien 
de  ce  lieu  :  tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre,  qui  auront  leur 
zénith  sur  cette  circonférence,  seront  sous  le  même  méridien 
céleste  ,  et  ils  formeront  sur  cette  surface ,  une  courbe  qui  sera  le 
méridien  terrestre  correspondant. 

Pour  déterminer  cette  courbe  ,  représentons  par  u  =  o,  l'équa- 
tion de  la  surface  de  la  terre  ;  u  étant  une  fonction  des  trois  coor- 
données orthogonales  x,j,  z.  Soient  x',y,  z',  les  trois  coordon- 
nées de  la  verticale  qui  passe  par  le  lieu  de  la  surface  de  la  terre  , 
déterminé  par  les  coordonnées  x,  y ,  z  :  on  aura  par  la  théorie  des 
surfaces  courbes  ,  les  deux  équations  suivantes  , 

Eu  ajoutant  la  première  multipliée  par  l'indéterminée  à  la 
seconde  ;  on  en  tirera 

f  f du\  /  du 

(         \dx  ) 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan  quelconque  parallèle  à  la  verti- 
cale dont  nou"=  -venons  Ûe      1  verticale  prolongée  à  Tin- 
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fini,  se  réunissant  au  méridien  céleste,  tandis  que  son  pied  n'est 
éloigné  que  d'une  quantité  finie  ,  du  plan  de  ce  méridien ,  elle  peut 
être  censée  parallèle  à  ce  plan  ;  l'équation  différentielle  de  ce  plan , 
peut  donc  coincider  avec  la  précédente,  en  déterminant  conve- 
nablement l'indéterminée  a.  Soit 

dz'  =  a.dx'  +  b.dj' , 

l'équation  du  plan  du  méridien  céleste  ;  en  la  comparant  à  la  pré- 
cédente ,  on  en  tirera 

Pour  avoir  les  constantes  a  et  b  ,  on  supposera  connues  ,  les  coor- 
données du  pied  de  la  verticale  parallèle  à  l'axe  de  rotation  de  la 
terre ,  et  celle  d'un  lieu  donné  de  sa  surface.  En  substituant  suc- 
cessivement ces  coordonnées  dans  l'équation  précédente  ;  on  aura 
deux  équations  au  moyen  desquelles  on  déterminera  a  ét  b.  L'équa- 
tion précédente  combinée  avec  celle  de  la  surface,  u  —  o,  donnera 
la  courbe  du  méridien  terrestre  qui  passe  par  le  lieu  donné. 

Si  la  terre  étoit  un  ellipsoïde  quelconque ,  u  seroit  une  fonction 
rationnelle  et  entière  du  second  degré  en  x,  y,  z ;  l'équation  (a) 
seroit  donc  alors  celle  d'un  plan  dont  l'intersection  avec  la  sur- 
face de  la  terre  ,  formerait  le  méridien  terrestre  :  dans  le  cas 
général ,  ce  méridien  est  une  courbe  à  double  courbure. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  déterminée  par  les  mesures  géodésiques , 
n'est  pas  celle  du  méridien  terrestre.  Pour  tracer  cette  ligne  , 
on  forme  un  premier  triangle  horizontal  dont  un  des  angles  a 
pour  sommet,  l'origine  de  cette  courbe  ,  et  dont  les  deux  autres 
angles  ont  pour  sommets ,  deux  objets  quelconques  visibles.  On 
détermine  la  direction  du  premier  côté  de  la  courbe  ,  par  rapport 
aux  côtés  du  triangle ,  et  sa  longueur  jusqu'au  point  où  elle  ren- 
contre le  côté  qui  joint  les  deux  objets.  On  forme  ensuite  un  second 
triangle  horizontal ,  avec  ces  objets  et  un  troisième  plus  éloigné 
qu'eux,  de  l'origine  de  la  courbe.  Ce  second  triangle  n'est  pas  dans 
le  plan  du  premier  ;  il  n'a  de  commun  avec  lui  ,  que  le  côté  formé 
par  les  deux  premiers  objets  ;  ainsi ,  le  prolongement  du  premier 
côté  de  la  courbe,  s'élèv  ;  ■  •'.  •—•   -lu  nlan  de  ce  second  triangle- 
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mais  onle  pl  ie  sur  ce  plan ,  de  manière  qu'il  forme  toujours  les  mêmes 
angles ,  avec  le  côté  commun  aux  deux  triangles ,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  pour  cela ,  il  doit  être  plié  suivant  une  verticale  à 
ce  plan.  Telle  est  donc  la  propriété  caractéristique  de  la  courbe 
tracée  par  les  opérations  géodésiques.  Son  premier  côté  dont  la 
direction  peut  être  supposée  quelconque ,  est  tangent  à  la  surface 
de  la  terre;  son  second  côté  est  le  prolongement  de  cette  tangente, 
plié  suivant  une  verticale  ;  son  troisième  côté  est  le  prolongement 
du  second  côté,  plié  suivant  une  verticale,  et  ainsi  de  suite. 

Si  par  le  point  de  réunion  de  deux  de  ces  côtés ,  on  mène  dans 
le  plan  tangent  h  la  surface  du  sphéroïde  ,  une  ligne  perpendicu- 
laire à  l'un  des  côtés  ;  il  est  visible  qu'elle  sera  perpendiculaire  à 
l'autre  côté;  d'où  il  suit  que  la  somme  de  ces  côtés  est  k  ligne 
la  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  sur  cette  surface,  entre  leurs 
points  extrêmes.  Ainsi  les  lignes  tracées  par  les  mesures  géodé- 
siques, ont  la  propriété  d'être  les  plus  courtes  que  l'on  puisse  mener 
sur  la  surface  du  sphéroïde ,  entre  deux  de  leurs  points  quelcon- 
ques; et  par  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n°.  g  du  premier  Livre,  elles 
seraient  décrites  par  un  mobile  mû  uniformément  dans  cette  sur- 
face. 

Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  rectangles  d'un  point  quelcon- 
que de  la  courbe;  x  +  dx ,  y+dy ,  z+dz,  seront  les  coordon- 
nées d'un  point  infiniment  voisin.  Nommons  ds  l'élément  de  la 
courbe ,  et  supposons  cet  élément  prolongé  d'une  quantité  égale 
à  ds  ;  x  +  2  dx ,  y  +  2  dy,  z+  2  dz  seront  les  coordonnées  de  l'ex- 
trémité tle  ce  prolongement.  En  le  pliant  suivant  une  verticale 
les  coordonnées  de  cette  extrémité  deviendront  x  +  2dx  ~h  ddv 
y  +  zdy  +  ddy,  z\--2dz  +  ddz  ;  ainsi  —ddx,  ~ddy,  —  ddz' 
►  seront  les  coordonnées  de  la  verticale,  prises  en  partant  de  son 
pied  ;  on  aura  donc  par  la  nature  de  la  verticale  ,  et  en  supposant 
que  u  =  0  ,  soit  l'équation  de  la  surface  de  la  terre 
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équations  qui  sont  différentes  de  celles  du  méridien  terrestre.  Dans 
ces  équations ,  ds  doit  être  supposé  constant  ;  car  il  est  clair  que 
le  prolongement  de  ds  rencontre  le  pied  de  la  verticale  suivant 
laquelle  on  le  plie,  à  un  infiniment  petit  près  du  quatrième  ordre. 

"Voyons  quelles  lumières  peuvent  donner  sur  la  figurede  la  terre, 
les  mesures  géodésiques  faites ,  soit  dans  le  sens  des  méridiens ,  soit 
dans  le  sens  perpendiculaire  aux  méridiens.  On  peut  toujours  con- 
cevoir un  ellipsoïde,  tangent  à  chaque  point  de  la  surface  terres- 
tre ,  et  sur  lequel  les  mesures  géodésiques ,  les  longitudes  et  les  lati- 
tudes à  partir  du  point  de  contingence  ,  dans  une  petite  étendue , 
seraient  les  mêmes  qu'à  cette  surface.  Si  la  surface  entière  étoit 
celle  d'un  ellipsoïde;  l'ellipsoïde  tangent  seroit  par-tout  le  même; 
mais  si ,  comme  on  a  lieu  de  le  croire ,  la  figure  des  méridiens 
n'est  pas  elliptique  ;  alors  l'ellipsoïde  tangent  varie  d'un  pays  à 
l'autre ,  et  ne  peut  être  déterminé  que  par  des  mesures  géodési- 
ques faites  dans  des  sens  différens.  Il  seroit  très-intéressant  de 
connoître  ainsi,  les  ellipsoïdes  oscillateurs  d'un  grand  nombre  de 
lieux  sur  la  terre, 

Soit  u  —  x^-hy'+z'' — 1 — 2*b',  lléquation  de  la  surface  dusphé*- 
xoïde  que  nous  supposerons  différer  très-peu  d'une  splière  dont 
le  rayon  est  l'unité ,  en  sorte  que  a.  est  un  très-petit  coefficient 
dont  nous  négligerons  le  quarré.  u'  peut  toujours  être  considéré 
comme  fonction  des  deux  seules  variables  x  et  fi  car  en  le  suppo- 
sant fonction  de  y,  z,  on  peut  en  éliminer  z,  au  moyen  de 
l'équation  z—V\ — — y\  Cela  posé,  les  trois  équations  trou- 
vées ci-dessus,  relativement  à  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  sur- 
face de  la  terre ,  deviennent 

xddy  —y  ddx  =  a.{^^j.ddy  —  a.^^j.ddx  ;  ^  , 
xddz — zddx  =  A.i^-^.ddz  ;  >  (O) 

yddz — zddy  =  ct.^—^.ddz.  j 

Nous  désignerons  cette  ligne  ,  sous  le  nom  de  ligne  géodésique. 
Nommons  r,  le  rayon  .  -       ^  centre  de  la  terre  à  sa  surface  5 
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6  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  l'axe  de  rotation  que  nous  suppo- 
serons être  celui  des  z ,  et  <p  l'angle  que  le  plan  formé  par  cet  axe  et 
par  r,  fait  avec  le  plan  des  x  et  des  j'y  on  aura 

x  =  r.sin.  9.  cos  p  j     y  —  r, sin. 9 . sin. ?  y      .s  =  ?•.  cos.  9  ; 
d'où  l'on  tire , 

r\sin.a.  0.£?p  =  xdy  — ydx  ; 

—  r" .d§  —  (xdz —  zdx) .cos.  <p  + (y  dz —  z  dy)  .sin.  <p 
ds*  =  dx'  +  dy*-h dz%  —  d  r*+ r* .  dû*  +  r\  d  p\ sin.2  9. 

En  considérant  ensuite  u',  comme  fonction  de  x  et  de  y ,  et  dési- 
gnant par  4,1a  latitude;  on  peut  supposer  dans  cette  fonction,  r=i, 
et  4  =  ioo°  —  9  ,  ce  qui  donne 

x  =  cos.4« cos. <p  ;     y  =  cos. 4-sin. ç ; 

on  aura  ainsi , 


mais  on  a 


d'où  l'on  tire , 


y 

x°+y*  —  cos.1 4  y     —  =  tang.p 


(xdx+ydy)  (xdy—ydx) 

d4=  : — :  j —  }       a<p  —  .cos.*  p. 

sin.4-cos.4  X* 

En  substituant  ces  valeurs  de  d4  et  de  d<p,  dans  l'équation  diffé- 
rentielle précédente  en  u,  et  comparant  séparément,  les  coef&ciens 
de  dx  et  de  dy ,  on  aura 

/du'\  cos.?  /du'\       sin.  ç  /du'\ 

\dx  )  sin. 4  V^4/      cos.  4  V^î  / 

/du'\  sin.?  /du'\       cos.?  /du'\ 

\dy  J  sin. 4  \^4/      cos. 4   \dç  J  * 

ce  qui  donne 

(~)  •  ddy  —  (-j-)  .ddx  =  Li^jH  .  (x  ddy  —  yddx) 

\dxj  \dy  J  sm.4-cos.4 


/dur\ 

•    r,-  •  fxddx- 


7+yddy}; 

MÉOA  P 
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or  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  * ,  on  a  xddy — yddx  —  o  j 
de  plus  ,  les  deux  équations 

xddz  —  zddx  —  o,     yddz — zddy—ot 


donnent 


.(x  ddx-\-yddy) 
d  d  Z  =  1  '■ —  ; 


et  l'équation  x'+y'  +  z*  =  1  ,  donne 

xdd  x+yddy-b  z  ddz  +  ds'1  —  o  ; 
en  substituant  au  lieu  de  zddz  ,  sa  valeur  précédente  ,  on  aura 

xddx+yddy  =  —  (x^+y'J.ds*  =  —  ds\cos.*^  ; 
partant  y 

(dV)-dd^-(^}ddx  =  (^)-ds''' 

La  première  des  équations  (O)  donnera  ainsi  en  l'intégrant , 
r'c/p.sin." 9  =  cds  +  ads.f  ds.y~^  ;  (p) 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  seconde  des  équations  (  O)  donne 

d.(xdz  —  zdx)  =  tt.^^j.ddz  ; 

mais  il  est  facile  de  voir  par  ce  qui  précède ,  que  l'on  a 
ddz  =3  —  ds* .  sin.  4  ; 

on  a  donc 


(du 

4  /   


d.(xdz — zdx)  =  —  <*dV.^ 
on  a  pareillement , 

d.(ydz  —  zdy)  —  —  j.sm.4> 
on  aura  donc 

r".c?9  =  c'  .ds.  sin.  <p  +  c".c?s.  cos.p 

—  a. ds. cos.  ç.Jds.  U  —  l.cos.p+r^-J.sm.p.tang.  4  j 

—  *.<&.sin.  ?./  '  —  J.cos.y.taiJg.4jj(SrJ 
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Considérons  d'abord  le  cas  dans  lequel  le  premier  côté  de  la 
ligne  géodésique  est  parallèle  au  plan  correspondant  du  méridien 
céleste.  Dans  ce  cas,  dp  est  de  l'ordre  ainsi  que  dr ;  on  a  donc 
en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  *%  ds=  —  rdQ,  l'arc  s  étant 
supposé  croître  de  l'équateur  aux  pôles.  4  exprimant  la  latitude ,  il 

est  facile  de  voirqael'on  afl=,oo'-4-(|j),  ce  qui  donne 


on  a  donc 


Ainsi  en  nommant  . ,  la  différence  en  latitude,  des  deux  points 
extrêmes  de  l'arc  s  ;  on  aura 

u'  étant  ici  la  valeur  de  v!  à  l'origine  de  s. 

Lorsque  la  terre  est  un  solide  de  révolution,  la  ligne  géodésique 
est  toujours  dans  le  plan  d'un  même  méridien  ;  elle  s'en  écarte ,  si 
les  parallèles  ne  sont  pas  des  cercles  ;  l'observation  de  cet  écart 
peut  donc  nous  éclairer  sur  ce  point  important  de  la  théorie  de  la 
terre.  Reprenons  l'équation  (p  ) ,  et  observons  que  dans  le  cas 
présent ,  dp  et  la  constante  c  de  cette  équation ,  sont  de  l'ordre  * 
et  que  l'on  peut  y  supposer  r  =  i ,  ds  =  d±  et  S  =  ioo°  — 4  .  on' 


aura  ainsi 


dp .  cos.2  4 = c  <*4 + u ,  d\ .fd\ .  ç~y 

Maintenant ,  si  l'on  nomme  *j  l'angle  que  fait  le  plan  du  méridien 
céleste,  avec  celui  des  x  et  des/,  d'où  l'on  compte  IWine  de 
l'angle  9i  on  aura,  ^'.tang.  ^W/,.  *;y^  étant  les  coor- 
données de  ce  méridien  dont  on  a  vu  dans  le  n°.  précédent,  que 
1  équation  différentielle  est 

dz'=adx'+bdy. 

En  la  comparant  à  '  ^  '  W  a  et  è  sont  infinis, 
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et  tels  que  —  ~  =  tang.  V ;  l'équation  (a)  du  n°.  précédent ,  donne 
ensuite , 


d'où  l'on  tire, 

o=  a-,  tang. 


On  peut  supposer  j£sâ  <p  ,  dans  les  termes  multipliés  par  «•  ;  de 
plus  ,  —  ==  tang.  <p  ;  on  a  donc 

..m 

«>S.4.cos.  ,.  {tang.  »  — tang.y  }=*  —  g  —  ; 
ce  qui  donne 

"  cos.^ 

Le  premier  côté  de  la  ligne  géodésique ,  étant  supposé  parallèle  au 
plan  du  méridien  céleste  ;  les  différentielles  de  l'angle  V ,  et  de  la 
distance  (<p  —  T^.cos.4,  de  l'origine  de  la  courbe,  au  plan  du 
méridien  céleste  ,  doivent  être  nulles  à  cette  origine  ;  on  a  donc  à 

ceP°int'  /âxA 
et  par  conséquent ,  l'équation  (p)  donne 

c=*-(ï0-tang-4" 

u,  et  \  se  rapportant  à  l'origine  de  l'arc  s. 

A  l'extrémité  de  l'arc  mesuré,  le  côté  de  la  courbe  fait  avec 
le  plan  du  méridien  céleste  correspondant ,  un  angle  à  très-peu 
près  égal  à  la  différentielle  de  (<f  —  ï^).cosA,  divisée  par 
y  étant  supposé  constant  dans  la  différentïation  ;  en  désignant 
donc  cet  angle  par  ^,  on  aura 

v  —    ■  <•  -   1  —  fz  —  f*\ ')  •  sin.  4  ; 

a 
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Si  l'on  substitue  pour  jj-  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (p  ) ,  et  pour 
f  —  ^  sa  valeur  précédente  ;  on  aura 

l'intégrale  étant  prise  depuis  l'origine  de  l'arc  mesuré,  jusqu'à  son 
extrémité.  Nommons  s ,  la  différence  en  latitude  de  ses  deux  points 
extrêmes  ;  s  étant  supposé  assez  petit ,  pour  que  l'on  puisse  négli- 
ger son  quarré;  on  aura 

as.tang.-J.    ( /du'\  f  ddu'  \) 

"  ^-•lfe>tang-4  +  (W|;  ■ 

les  valeurs  de  4,  (^j  et  (Jjj^)  devant  se  rapporter  ici,  pour 

plus  d'exactitude ,  au  milieu  de  l'arc  mesuré.  L'angle  *  doit  être 
supposé  positif ,  lorsqu'il  s'écarte  du  méridien ,  dans  le  sens  des 
accroissemens  de  <p. 

Pour  avoir  la  différence  en  longitude  ,  des  deux  méridiens  cor- 
respondans  aux  extrémités  de  l'arc,  nous  observerons  que  u' ,  y 
4,  et  pt ,  étant  les  valeurs  de  u',  P%4etq>,  à  la  première  extrémité  ; 
on  a 

cos,^,  cos.2  4  s 

mais  on  a  à  fort  peu  près ,  en  négligeant  le  quarré  de  s, 
c.£  fdu'\ 

on  aura  donc 

d'où  résulte  cette  équation  fort  simple  , 

6^-^;.sin.4,  =  ^ 
ainsi  l'on  peut  par  l'observation  seule  ,  et  indépendamment  de  la 
connoissance  de  la  figure  de  la  terre  ,  déterminer  la  différence  en 
longitude ,  des  méridiens  correspondans  aux  extrémités  de  l'arc 
mesuré  3  et  si  la  valeur  de  l'angle  &  p«*  '  -Ile  que  l'on  ne  puisse  pas 
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l'attribuer  aux  erreurs  des  observations ,  on  sera  sûr  que  la  terre 
n'est  pas  un  sphéroïde  de  révolution. 

Considérons  maintenant ,  le  cas  où  le  premier  côté  de  la  ligne 
géodésique ,  est  perpendiculaire  au  plan  correspondant  du  méri- 
dien céleste.  Si  l'on  prend  ce  plan  pour  celui  des  x  et  des  y  ;  le 

cosinus  de  l'angle  formé  par  ce  côté  sur  ce  plan ,  sera  : 

ds 

ainsi  ce  cosinus  étant  nul  à  l'origine,  on  a  dx  =  o,  dz~o,  ce 
qui  donne 

d .  r  sin.  9 .  cos.  p  =  o  ;       c?.rcos.9  =  o; 

et  par  conséquent , 

r.dS  =  r.dp.  sin.  9 .  cos.  9 .  tang.  p  ; 

mais  on  a,  aux  quantités  près  de  l'ordre  ds  =  r.  dp.  sin.  9  ;  on 
aura  donc  à  l'origine , 

di      tang.  <s  .cos.  9 
ds  r 

La  constante  c"  de  l'équation  (q) ,  est  égale  à  la  valeur  de  xdz — zdx, 
h  l'origine;  elle  est  donc  nulle,  et  l'équation  (q)  donne  à  l'origine, 

di      c  . 

on  a  donc ,  en  observant  que  ç  est  ici  de  l'ordre  «  ,  et  qu'ainsi ,  en 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a.",  on  a  sin.  P  =  tang.  p  ;  . 

c'~  r,.cos.  9, , 

les  quantités  r,  et  9,  étant  relatives  à  l'origine  ;  partant ,  si  l'on 
considère  qu'à  cette  origine ,  l'angle  p  est  ce  que  nous  avons  nommé 
précédemment,  pt — Vn  et  dont  nous  avons  trouvé  la  valeur  égale  à 


-m 


i  on  aura  à  ce  point , 

c*0(  _  (du'\ 
ds  \  dç  )' 


cos.2. 4, 

sin.  ■$t,r 
cos.24,' 

L'équation  (q)  donne  ensuite  , 
dd& 


ddêt       cos.  fl,   dp,  fdu'\ 
lF~7^-dS~~*\~df)i 
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mais  on  a 

dàt  l  /du'\ 

Js  =  7^j;  >        r^^au,  ;        9,  =  loo'-^-a.^J ; 

on  aura  donc 

-577  =  (  1  —  2  *  »  J  •  ta"g-  i  +  «  •  •  tang.a  4;. 

L'équation        donne ,  en  observant  qu'à  l'origine, 

rf»,  I  l        f  .       /du'\  1 


celle-ci, 


c=  ry.sin.  B4  ; 


a.-r-.cosJ,  -(^) 


d'où  l'on  tire , 

du'  d 

d^c,  _  ds  ds 

ds*  rj.s\a.Sl  ;-j.sin.a0j      1     cos.2^  ' 

et  par  conséquent , 

dd<ti  /  du'\  (0.  —  cos.24,J 


ds~  \  d<P  J 

L'équation 

6  =  1000— 4— a.  (-7^-), 

donne ,  en  ne  conservant  parmi  les  termes  de  l'ordre  s',  que  ceux 
qui  sont  indépendans  de  a , 

4_4  ^l'^Li.^™!  ^[(lùLS . 

ds  ds*         cos-4,  \drd^.J' 

partant , 

.  us       Ç  (du  '\  /  d du  '  \ 

La  différence  des  latitudes  aux  deux  extrémités  de  l'arc  mesuré , 
fera  donc  connoître  la  fonction 

et  s       (  (  du'\  (  d  du' \\ 

il  est  remarquable  ,  que  pour  le  même  arc  mesuré  dans  le  sens  du 

•j-  < 
méridien,  cette  fonction  est,  par  ^cède,  égale  a   s 
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elle  pourra  ainsi  être  déterminée  de  ces  deux  manières ,  et  l'on 
pourra  juger  si  les  valeurs  trouvées  ,  soit  de  la  différence  des  lati- 
tudes ,  soit  de  l'angle  azimuthal  ** ,  sont  dues  aux  erreurs  des  ob- 
servations ,  ou  à  l'excentricité  des  parallèles  terrestres. 
On  a,  en  ne  conservant  que  la  première  puissance  de  s  , 

=  '•;  17= -diï;  {^—/+-(4T)'tang-4l 

n'est  pas  la  différence  en  longitude,  des  deux  extrémités  de 
l'arc  'sj  cette  différence  est  égale  à  V—Vtl  or  on  a,  par  ce  qui 
précède , 

cos.  4 

ce  qui  donne , 

fddu'\  fddu;\ 
*—r-—(sr~rl)-  cos.34<  > 


partant 


Pour  plus  d'exactitude ,  il  faut  ajouter  à  cette  valeur  de  JT—  V, , 
le  terme  dépendant  de  s3,  et  indépendant  de  «,  que  l'on  obtient 
dans  l'hypothèse  de  la  terre  sphérique  ;  ce  terme  est  égal  k 

„  tang.24,      •     •  -i, 
 A  53 .  — r-A*  ;  ainsi  I  on  a 

3       cos.  4, 

/ ddu'\ 

Il  nous  reste  à  déterminer  l'angle  azimuthal  à  l'extrémité  de  l'arc  *. 
Pour  cela,  nommons  x'  et/,  les  coordonnées  x  et  y,  rapportées  au 
méridien  de  la  dernière  extrémité  de  l'arc  s;  il  est  fticile  devoir 

,  \/dx'*+dz* 

que  le  cosinus  de  l'angle  azimuthal  est  égal  a  ^  ,  &i  1  on 

rapporte  les  coordonn  y ,  au  plan  du  méridien  correspon- 

dant 


/ddu'\ 
\~d'r)\ 
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dant  à  la  première  extrémité  de  l'arc  ;  son  premier  côté  étant  sup- 
posé perpendiculaire  au  plan  de  ce  méridien ,  on  aura 


dxt  dzt  dyi 

ds  ds  ds 


partant,  en  ne  conservant  que  la  première  puissance  de  s , 

d.v  ddx  dz  -  ddz 


ds         '  dS    3         ds       *'  ds*  ' 
or  on  a 

*'  s=  x.  cos.  (V—V,)  + y .  sin.  (V—  T\)  ; 
ainsi  f—V,  étant  par  ce  qui  précède,  de  l'ordre  et,  on  aura 


dx'  ddx,  J         _  '  d 


y, 


■dJ—ds^^-^-ds- 
Maintenant,  on  a 

x  =  /\sin.  9. cos.?  ;       z—r.  cos.  9j 

on  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  *a,  et  obser- 

d  d  p        d  0 

vant  que  <pt  ,  -—  et  ~  sont  des  quantités  de  l'ordre  *, 

ddxt  ddu  '  ddS  d?  *■ 

~T7~  —  a *   j    ' • sin- fl/  +  r. •  -r-r •  cos.  8.  —  r. . sin. 9 . 

ris"  di»  '      '   ds%  ds* 

On  a  ensuite , 

/ddu,'\ 

ddu,;     /ddu.;\  d??     /du'\  ddè.    *\~dp)  /du'\ 

*-dF=*\-dV-)-  d^~a\dj)'  &r = — *  ^  J- 

de  plus,  ds  =  r/.sin.Qt.dip/;  on  aura  donc  en  substituant  pour 

ddù 

r, ,  97  ,  —  et  -jr^- ,  leurs  valeurs  précédentes , 
ddxt  sin.2. 4-,  /du'\ 

-—  =  (l-*uJ<,  —  +    (^-j .  tapg.%  4,.  sin.  4, 

1    f         ■    /du/\  +      ,V,  **\~^"J 

 r~i  1  — ««,+*•!  — -  J.tang.-vf.,  >  +  — i  1. 

cos.4(  [  ''      Vrf4/        &r,jT  cos.^ 

On  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  en  négligeant  les  puissances 
supérieures  de  * , 

/ddu/\ 

cos.  4,    }  '  1      \dJ  *  ^'         cos.a4;  L> 
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dyi 

et  — -  =  1  :  on  a  donc 

as. 

dx  sin.2,},,  /du'\  / ddu'\  sin.*^, 

as  cos.+,  \a4/        °     '  '        \  dt>'  J  cos.3+; 

On  trouvera  semblablement , 

dz  .  /du'\  /ddu'\  sin.4 

7-  =  — s.(i-a,u  J.sin.4  -a.(  —  .tang.a4,-cos.4/  +  <*-[  -r^  •  > 

ds  "         T'      \dï  )        0   r'        T/       \d<p*  )  cos.2V 

le  cosinus  de  l'angle  azimuthal  à  l'extrémité  de  l'arc  s,  sera  ainsi, 

/ddu'\ 


,.tang.4/^i-^/  +  ..(^;).tang.4/-  ^ 


Ce  cosinus  étant  fort  petit ,  il  peut  être  pris  pour  le  complément 
de  l'angle  azimuthal  qui,  par  conséquent,  est  égal  à 


too° —  s .  tang.  4  .  )  i 


/ ddu' \ 
/du'\  ,  *\    dt*  ), 

■a.u;  +  a,.[  -—■  . tang. 4-  - 

'  \  dj.  J        °    '  cos.H,  I 


Il  faut ,  pour  plus  d'exactitude  ,  ajouter  à  cet  angle  ,  la  partie 
dépendante  de  s3,  et  indépendante  de  a,  que  l'on  obtient  dans 
l'hypothèse  de  la  terre  sphérique  :  cette  partie  est  égale  à 
j.53.^  +  tang.24;^).tang. 4;  ;  ainsi  l'angle  azimuthal  à  l'extrémité 
de  l'arc  s ,  est  égal  à 

^  /  ddn'\ 

,     \  ,         fdu'\  "*WW 

1  oo°—  5 .  tang.  4, .  J 1—  au;  +  a .  (—M .  tang.  4,  ~  ,^  — 


Le  rayon  osculateur  de  la  ligne  géodésique  formant  un  angle 
quelconque  ,  avec  le  plan  du  méridien  ,  est  égal  à 

ds* 

V '(ddx)*  +  (ddy)*  +  (ddzy 

ds  étant  supposé  constant  ;  soiti?  ce  rayon.  L'équation  x2-{-y2  +  .ss 
=  i+2a«',  donne 

x.ddx-^-j.  ddy  +  z.ddz  ~  —  ds*+a.ddu'; 
si  l'on  ajoute  le  quarré  de  cette  équation  ,  aux  quarrés  des  équa- 
tions (  O  )  ;  on  aura,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  a2 , 
(x%+y  +  zt).{(ddxy         iyy  +  (ddz)*}=   71  **ds\ddu' 
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d'où  l'on  tire , 

_  ,  ddu 

JX=  1  -{-AU  +«.—  • 

ds* 

Dans  le  sens  du  méridien ,  on  a 

ddu  /  ddu'\ 

partant , 

R—i  +  Au'  +  ctJ——). 

Dans  le  sens  perpendiculaire  au  méridien ,  on  a  par  ce  qui  pré- 
cède , 


partant 


ddu'  /du'\ 

/ddu;\ 


Si  dans  l'expression  précédente  de  V — V  ,  on  fait  —  ==*'«  elle 
prend  cette  forme  très-simple ,  relative  à  une  sphère  du  rayon  ijL 

L'expression  de  l'angle  azimuthal ,  devient 

1  oo°—  s',  tang, 4, .  { i— y .  s'à .  (I + tangl4  4,;  }  . 

Nommons  a,  l'angle  que  le  premier  côté  de  la  ligne  géodésique, 
forme  avec  le  plan  correspondant  du  méridien  céleste  ;  on  aura 

ddP     fdu  \  dd±     /ddu'\  /  ddu'  \  df  dl      /ddu'\  dp 

Mais  dans  l'hypothèse  de  la  sphère  sphérique  ,  on  a 
d<pi  .  •      sin.x  ddt,i      2 .  sin.A .  cos.  K 

ds~~^   t       ~77~      ^  -tang.4; 

<*4,  ddj. 

~  =cos.a  y       ^  =  — sin.^.tang.4,,- 

Q  2 


dd 
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partant , 

ddu  '        sin.K  .  cos  A 
-=2.~ 


co..+,  '{(^^H^ 

(tMu  \     sin.a  K       f  ddu  '\ 
de*  /  cos.24;     \d^  ) 
le  rayon  osculateur  R  dans  le  sens  de  cette  ligne  géodésique  ,  est 
donc 


.  sin.A.cos.A. 


{(^)tan§-^+(S)}-"siu-2A-tans-4'(ïï) 


COS.  + 

(ddu'\    sin.aA.  /  ddu'\ 

d^  )    008.*+,  Vrf+V 

Soit  pour  abréger, 

/dd  u'\ 

^=^-{(^r),tang-4'+(^r)}; 

s!.  /ddu'\ 

on  aura 

—  iC+^.sin.  2A  +  5.C0S.  2  a.. 

Les  observations  des  angles  azimuthaux ,  et  de  la  différence  des 
latitudes  aux  extrémités  de  deux  lignes  géodésiques  mesurées  , 
l'une,  dans  le  sens  du  méridien,  l'autre,  dans  le  sens  perpendicu- 
laire au  méridien,  feront  connoître,  par  ce  qui  précède,  les  valeurs 
de-^ ,  B  et  K;  car  ces  observations  donnent  les  rayons  osculateurs 
dans  ces  deux  sens.  Soient  R  et  R'  ces  rayons  ;  on  aura 

R'+Jt" 
A.   -   ; 

2 

R' — R" 
2 

et  la  valeur  de  ^4  sera  déterminée ,  soit  par  Fazimuth  de  l'extré- 
mité de  l'arc  mesuré  dans  le  sens  du  méridien ,  soit  par  la  diffé- 
rence en  latitude ,  des  deux  extrémités  de  l'arc  mesuré  dans  le 
sens  perpendiculaire  au  méridien.  On  aura  ainsi  le  rayon  oscu- 
lateur de  la  ligne  géodésique  dont  le  premier  côté  forme  un  angle 
quelconque ,  avec  le  ^      '  1  méridien. 
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Si  l'on  nomme  2E,  un  angle  dont  la  tangente  est  —  ;  on  aura 
R  =  K+  V'Z4T+B\ cos.  (2  a— 2 E)  ; 

le  plus  grand  rayon  oscillateur  répond  à  k  =  E  ;  la  ligne  géodé- 
sique  correspondante  forme  donc  l'angle  E ,  avec  le  plan  du  méri- 
dien. Le  plus  petit  rayon  oscillateur  répond  à  a.  —  ioo°  +  _E;  soit  r 
ce  plus  petit  rayon  ,  et  r'  le  plus  grand  ;  on  aura 
M  =  r+(r  —  t-;.cos.Y*— E)  , 
a  —  E  étant  l'angle  que  la  ligne  géodésique  correspondante  à  i?, 
forme  avec  celle  qui  correspond  à  r'. 

Nous  aA^ons  déjà  observé  qu'à  chaque  point  de  la  surface  de 
la  terre  ,  on  peut  concevoir  un  ellipsoïde  osculateur  sur  lequel  les 
degrés  dans  tous  les  sens ,  sont  sensiblement  les  mêmes  dans  une 
petite  étendue  autour  du  point  d'osculation.  Exprimons  le  rayon 
de  cet  ellipsoïde  ,  par  la  fonction 

1  —  <£.sin.24»  {i  +  ^«cos.  2  (<?  +  €)}, 
les  longitudes  <p  étant  comptées  d'un  méridien  donné.  L'expression 
de  l'arc  terrestre  mesuré  dans  le  sens  du  méridien  ,  sera  par  ce  qui 
précède , 

CIS 

c  .  { 1  +  h.  cos.  2^  +  0}  -  f1  +  5.  cos.  24 —  5  s.sin.  24}. 

Si  l'arc  mesuré  est  considérable ,  et  si  l'on  a  observé ,  comme  en 
France ,  la  latitude  de  quelques  points  intermédiaires  entre  les 
extrêmes  •  on  aura  par  ces  mesures ,  et  la  grandeur  du  rayon  pris 
pour  unité  ,  et  la  valeur  de  *.  {i  +  h. cos. 2(<p  +  C)},  On  a  ensuite 
par  ce  qui  précède, 

tangH-6+cos.«+)  . 

&  =  —  2  a  h.  t.  :  .  Slll.  2  (<p  +  S): 

COS. Y 

l'observation  des  angles  azimuthaux  aux  deux  extrémités  de  l  are 
fera  donc  connoître  a^.sin.  2  (9  +  C).  Enfin,  le  degré  mesuré  dans 
le  sens  perpendiculaire  au  méridien ,  est 

i*+ 1°. a { 1  +A.cos.  2  (<?  +  £)}  .sin.°4  +  4°.a^.tang.s4.cos.2  ((?  +  £); 
la  mesure  de  ce  degré  donnera  donc  la  valeur  de  a^.sin.  2.  (>  +  £). 
Ainsi  l'ellipsoïde  osculateur  sera  déterminé  par  ces  diverses  me- 
sures  :  il  seroit  nécessaire,  pour  un  aussi  grand  arc,  d'avoir  égard 
au  quarré  de  s  dans  l'expression.'1"  "  ~  sîe    ;  sur-tout  si,  comme 
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on  l'a  observé  en  France ,  l'angle  azimutlial  ne  varie  pas  propor^ 
tionnellement  à  l'arc  mesuré  :  il  faudrait  même  alors  ajouter  à  l'ex- 
pression précédente  du  rayon  de  l'ellipsoïde,  un  terme  de  la  forme 
a£.sin.4.cos,4«sin.  (<?  +  £'),  pour  avoir  l'expression  la  plus  génc-r 
raie  de  ce  rayon, 

3g.  La  figure  elliptique  est  la  plus  simple  après  celle  de  la 
sphère  :  on  a  vu  précédemment  qu'elle  doit  être  celle  de  la  terre  et 
des  planètes ,  en  les  supposant  ariginah*ement  fluides  ,  si  d'ailleurs 
elles  ont  conservé,  en  se  durcissant ,  leur  figure  primitive  ;  il  étoit 
donc  naturel  de  comparer  à  cette  figure ,  les  degrés  mesurés  des 
méridiens  ;  mais  cette  comparaison  a  donné  pour  la  figure  des 
méridiens  ,  des  ellipses  différentes  ,  et  qui  s'éloignent  trop  des 
observations ,  pour  pouvoir  être  admises.  Cependant ,  avant  de 
renoncer  entièrement  à  la  figure  elliptique ,  il  faut  déterminer  celle 
dans  laquelle  le  plus  grand  écart  des  degrés  mesurés  ,  est  plus  petit 
que  dans  toute  autre  figure  elliptique  ,  et  voir  si  cet  écart  est  dans 
les  limites  des  erreurs  des  observations.  On  y  parviendra  par  la 
méthode  suivante. 

Soient  a{'\  a(a) ,  af-"'> ,  &c. ,  les  degrés  mesurés  des  méridiens; 
soient  ,  &c. ,  les  quarrés  des  sinus  des  latitudes  cor- 

respondantes :  supposons  que  dans  l'ellipse  cherchée,  le  degré  du 
méridien  soit  exprimé  par  la  formule  z+py  ;  en  nommant  s£l\ 
x(a)  .  #(3) .  &c,  a  ies  erreurs  des  observations ,  on  aura  les  équations 
suivantes,,  dans  lesquelles  nous  supposerons  que  p^') ,  pM ,  ^?(3J , 
forment  une  progression  croissante , 

a<0_  z  —  pM.jr  ==#(0 

aW-*z—p^.y  =  x^         i  {A) 

GW  _  z —  pW.^ 
n  étant  le  nombre  des  degrés  mesurés. 

On  éliminera  de  ces  équations ,  les  deux  inconnues  z  et  y, 
et  l'on  aura  n  —  2  équations  de  condition ,  entre  les  n  erreurs  x^ , 
xw ,  .....  Xe'0.  Jl  faut  maintenant  déterminer  le  système  de  ces 
erreurs,  dans  lequel  la  plus  grande  est,  abstraction  faite  du  signe , 
moindre  que  dans  tout  aul""  "ratêjne. 
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Supposons  d'abord  que  l'on  n'ait  entre  ces  erreurs ,  qu'une  seule 
équation  de  condition,  que  nous  pouvons  représenter  par  celle-ci  , 

a  =  mx^  +  nx^+p  x^+Slc, 
a  étant  positif.  On  aura  le  système  des  valeurs  de  xw ,  &c.  , 
qui  donne,  abstraction  faite  du  signe,  la  plus  petite  valeur,  à  la 
plus  grande  ■  en  les  supposant  au  signe  près ,  toutes  égales  entre 
elles  et  au  quotient  de  a,  divisé  par  la  somme  des  eoeificiens  m,  n, 
p,  &c ,  pris  positivement.  Quant  au  signe  que  chaque  quantité 
doit  avoir,  il  doit  être  le  même  que  celui  du  coefficient  de  cette 
quantité ,  dans  l'équation  proposée, 

Si  l'on  a  deux  équations  de  condition  entre  ces  erreurs  ;  le  sys- 
tème qui  donnera  la  plus  petite  valeur  possible  ,  à  la  plus  grande, 
sera  tel,  qu'abstraction  faite  du  signe,  toutes  ces  erreurs  seront 
égales  entre  elles ,  à  l'exception  d'une  seule  qui  sera  plus  petite 
que  les  autres  ,  ou  du  moins,  qui  ne  les  surpassera  pas.  En  suppo- 
sant donc  que  *< 1  )  soit  cette  erreur ,  on  la  déterminera  en  fonction  de 
.Tra),  xm,  &c. ,  au  moyen  de  l'une  des  équations  de  condition,  pro- 
posées ;  en  substituant  ensuite  cette  valeur  de  ^co,  dans  l'autre 
équation  de  condition  ,  on  en  formera  une  entre  a;00 ,  x^,  &c.  : 
représentons-la  par  la  suivante  , 

a  =  m  a?W  +  nxm  +  ^ 
a  étant  positif;  on  aura,  comme  ci-dessus,  les  valeurs  de 
x(3\  &c.  ,  en  divisant  a,  par  la  somme  des  coefficiens  m,  n,  &c. 
pris  positivement,  et  en  donnant  successivement  au  quotient,  les' 
signes  de  m,  n,  &c.  Ces  valeurs  substituées  dans  l'expression  de 
a:co  en  xw ,  *C3),  &c. ,  donneront  la  valeur  de        et  si  cette  valeur, 
abstraction  faite  du  signe ,  n'est  pas  plus  grande  que  celle  de  xw 
ce  système  de  valeurs  sera  celui  qu'il  faut  adopter  ;  mais  si  elle  est 
plus  grande,  alors  la  supposition  que  *co  est  la  plus  petite 
erreur,  n'est  pas  légitime,  et  il  faudra  faire  successivement  la 
même  supposition  sur  x^ ,  a?(3>,  &c. ,  jusqu'à  ce  que  Ion  parvienne 
à  une  erreur  qui  y  satisfasse. 

Si  l'on  a  trois  équations  de  condition ,  entre  ces  erreurs;  le  sys- 
tème qui  donnera  la  plus  petite  valeur  possible ,  à  la  plus  grande, 
sera  tel,  qu'abstraction  faite  du  si^ne.  toutes  ces  erreurs  seront 
égales  entre  tfl  -     à  l'exception  de        ,  qui  seront  moindres  que 
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les  autrés.  En  supposant  donc  que  a;03  et  xM,  soient  ces  deux 
erreurs ,  on  les  éliminera  de  la  troisième  des  équations  de  condi- 
tion ,  au  moyen  des  deux,  autres  équations  ,  et  l'on  aura  une  équa- 
tion de  condition  entre  les  erreurs  a?C3)  et  &c.  :  représentons- 
la  par  la  suivante , 

a  — m  #(3)  +  n  xw  +  &c. , 

a  étant  positif.  On  aura  les  valeurs  de  x^ ,  xa~> ,  &c. ,  en  divisant  a 
par  la  somme  des  coefficiens ,  m,  ny  &c. ,  pris  positivement,  et  en 
donnant  successivement  au  quotient,  les  signes  de  m,  n  ,  &c.  Ces 
valeurs  substituées  dans  les  expressions  de  xi0  et  de  a?w  ,  en  xm , 
xw ,  &c. ,  donneront  les  valeurs  de  07to  et  de  #C!° ,  et  si  ces  der- 
nières valeurs  ,  abstraction  faite  du  signe  ,  ne  surpassent  pas  a?C3), 
on  aura  le  système  d'erreurs  ,  qu'il  faut  adopter;  mais  si  l'une  de 
ces  valeurs  surpasse  #C3),  la  supposition  que  o;co  et  xw  sont  les  plus 
petites  erreurs,  n'est  pas  légitime,  et  il  faudra  faire  la  même  sup- 
position sur  une  autre  combinaison  des  erreurs  xM ,  x^,  a7C3),  &c. , 
prises  deux  à  deux ,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  combi- 
naison dans  laquelle  cette  supposition  soit  légitime.  Il  est  facile 
d'étendre  cette  méthode  ,  au  cas  où  l'on  aurait  quatre  ou  un  plus 
grand  nombre  d'équations  de  condition  ,  entre  les  erreurs  ar05,  xco, 
x^),  &ç.  Ces  erreurs  étant  ainsi  connues,  il  sera  facile  d'en  conclure 
les  valeurs  de  z  et  dey. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ,  s'applique  à  toutes  les 
questions  du  même  genre;  ainsi,  ayant  un  nombre  n  d'observa- 
tions d'une  comète,  on  peut,  à  son  moyen,  déterminer  l'orbite 
parabolique  dans  laquelle  la  plus  grande  erreur  est ,  abstraction 
faite  du  signe  ,  moindre  que  dans  toute  autre  orbite  parabolique , 
et  reconnaître  par-là ,  si  l'hypothèse  parabolique  peut  représenter 
ces  observations.  Mais  quand  le  nombre  des  observations  est  con- 
sidérable ,  cette  méthode  conduit  à  de  longs  calculs  ,  et  l'on  peut, 
dans  le  problême  qui  nous  occupe ,  arriver  facilement  au  système 
cherché  des  erreurs  ,  par  la  méthode  suivante. 

Concevons  que  x'-0  soit,  abstraction  faite  du  signe,  la  plus  grande 
des  erreurs  xco,  37C!°,  &c.  ;  nous  observerons  d'abord,  qu'il  doit 
exister  une  autre  erreux  —  igale  et  de  signe  contraire  à  xco; 

autrement , 
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autrement ,  on  pourrait ,  en  faisant  varier  z  convenablement  dans 
l'équation 

a(0  —  z  —  p&,y  =  *©, 
diminuer  l'erreur  en  lui  conservant  la  propriété  d'être  l'erreur 
extrême ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Nous  observerons  ensuite , 
que  a-co  et  x^  étant  les  deux  erreurs  extrêmes,  l'une  positive  et 
l'autre  négative ,  et  qui  doivent  être  égales ,  comme  on  vient  de  le 
voir  ;  il  doit  exister  une  troisième  erreur  x°'°  égale ,  abstraction 
faite  du  signe  ,  kx«\  En  effet,  si  l'on  retranche  l'équation  corres- 
pondante à  xco ,  de  l'équation  correspondante  à  x^  ;  on  aura 

a^  —  a^  —  {p^—pV}  .y  =  x^—x". 
Le  second  membre.de  cette  équation  est,  abstraction  faite  du  signe, 
la  somme  des  erreurs  extrêmes  ,  et  il  est  clair  qu'en  faisant  varier 
convenablement^,  on  peut  la  diminuer,  en  lui  conservant  la 
propriété  d'être  la  plus  grande  des  sommes  que  l'on  peut  obtenir 
par  l'addition  ou  par  la  soustraction  des  erreurs  #c,),  a?00  &c. 
prises  deux  à  deux;  pourvu  qu'il  n'y  ait  point  une  troisième  erreur 
égale,  abstraction  faite  du  signe,  kaP*>  or  la  somme  dçs  erreurs 
extrêmes  étant  diminuée,  et  ces  erreurs  étant  rendues  égales ,  au 
moyen  de  la  valeur  de  z,  chacune  de  ces  erreurs  seroit  diminuée , 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il  existe  donc  trois  erreurs  i»  x«'> 
•° "\  égales  entre  elles  ,  abstraction  faite  du  signe ,  et  dont  l'une 
a  un  signe  contraire  à  celui  des  deux  autres. 

Supposons  que  ce  soit  jfOj  alors  le  nombre  $  tombera  entre  les 
deux  nombres  i  et  i".  Pour  le  faire  voir,  imaginons  que  cela  ne 
soit  pas,  et  que  i'  tombe  en  deçà  ou  au-delà  des  nombres  i  et  i".  En 
retranchant  l'équation  correspondante  à  i',  successivement  des  deux 
équations  correspondantes  à  i  et  à  i",  on  aura 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  égaux  et  de  même  signe  ; 
ils  sont  encore  ,  abstraction  faite  du  signe,  la  somme  des  erreurs 
extrêmes;  or  il  est  clair  qu'en  faisant  varier  convenablement  y  , 
on  peut  diminuer  chacune  de  ces  sommes ,  puisque  le  coefficient 
dejK ,  a  le  même  signe  dans  les  dëu*  '  '  :rs  membres  :  on  peut 
MfiCAN.  çt     Tome  IJ. 
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d'ailleurs ,  en  faisant  varier  z  convenablement ,  conserver  à  *0>% 
la  même  valeur;  xco  et  xQ'°  seraient  donc  alors,  abstraction  faite 
du  signe ,  moindres  que  a;00  qui  deviendroit  la  plus  grande  des 
erreurs  ,  sans  avoir  d'égale  ;  et  clans  ce  cas  ,  on  peut ,  comme  on 
vient  de  le  voir ,  diminuer  l'erreur  extrême  ;  ce  qui  est  contre 
l'bypothèse.  Ainsi  le  nombre  ï  doit  tomber  entre  les  nombres  i 
et  i". 

Déterminons  maintenant,  lesquelles  des  erreurs  &\^ii£**$t&) 
sont  les  erreurs  extrêmes.  Pour  cela ,  on  retranchera  la  première 
des  équations  (si),  successivement  des  suivantes ,  et  l'on  aura  cette 
suite  d'équations , 

iH»}  —  aw— (pV>  —  pco;  .y  =  a;w 

aW  _  a^—(p^  —p^).y  =  ;  (B) 

&c. 

Supposons  y  infini;  les  premiers  membres  de  ces  équations  seront 
négatifs ,  et  alors  la  valeur  de  #co  sera  plus  grande  que  #C3),  &c.  : 
en  diminuant  continuellement  y ,  on  arrivera  enfin  à  une  valeur 
qui  rendra  positif,  l'un  de  ces  premiers  membres  ,  qui  avant  d'ar- 
river à  cet  état,  deviendra  nul.  Pour  connoître  celui  de  ces  mem- 
bres qui  le  premier  devient  égal  à  zéro ,  on  formera  les  quantités, 

c0O_oC0  aC3)_a(0  cC«_aCO 

pOO_pCO  >  pGO—pCO  *  pU)_pCO  ?  c' 

Nommons  C00  la  plus  grande  de  ces  quantités,  et  supposons  qu'elle 

sf,u  c<" )—  aC  ^  :  s'il  y  a  plusieurs  valeurs  égales  à  £co,  nous  considé- 

3"    pCO_pCO  J  r 

rerons  celle  qui  correspond  au  nombre  r,  le  plus  grand.  En  subs- 
tituant f co  pour  j/- ,  dans  la  (r — i )Ume  des  équations  (  B)  ;  xw  sera 
égal  à  arc0,  et  en  diminuant  y ,  il  l'emportera  sur  #co,  le  premier 
membre  de  cette  équation  devenant  alors  positif.  Par  les  diminu- 
tions successives  de  y ,  ce  membre  croîtra  plus  rapidement  que  les 
premiers  membres  des  équations  qui  la  précèdent;  ainsi,  puisqu'il 
devient  nul ,  lorsque  les  précédens  sont  encore  négatifs  ,  il  est 
visible  que  dans  les  diminuions  successives  dey,  il  sera  toujours 
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plus  grand  qu'eux  ,  ce  qui  prouve  que  *co  sera  constamment  plus 
grand  que  #co,  x^,. . .  .x^1^,  lorsque  y  sera  moindre  que  <?co. 

Les  premiers  membres  des  équations  (B)  qui  suivent  la  (r-i)'im% 
seront  d'abord  négatifs,  et  tant  que  cela  aura  lieu,  xfi"tl\  x^'+%  &c, 
seront  moindres  que  xr-l> ,  et  par  conséquent,  moindres  que  x(~'\ 
qui  devient  la  plus  grande  de  toutes  les  erreurs  xco,  xw. .  , 
lorsque  y  commence  à  devenir  moindre  que  fco.  Mais  en  conti- 
nuant de  diminuer  y,  on  parvient  à  une  valeur  de  cette  variable  , 
telle  que  quelques-unes  des  erreurs  a*r+1),  #(r+a) ,  &c,  commen- 
cent à  l'emporter  sur  x^. 

Pour  déterminer  cette  valeur  de  y,  on  retranchera  la  r{6m°  des 
équations  {^),  successivement  des  suivantes ,  et  l'on  aura 

oC+O  —  ai'^ _ {pCf+»)  —prr>}  .y  =  x^+')  —  *M  ; 
flP+«)  —  oc0  —  (pC+'J  —  ^CO  }      _  j^cr+rt  _  ^gCO  ; 

&c. 

On  formera  ensuite  les  quantités 


&c. 


Nommons       la  plus  grande  de  ces  quantités,  et  supposons  qu'elle 

,  aC")_aCO 

soit  p(r>)_  Cr)  :  si  plusieurs  de  ces  quantités  sont  égales  à  £  nous 

supposerons  que  r  est  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  elles 
répondent.  Cela  posé,  #Cr)  sera  la  plus  grande  des  erreurs  x^ , 

 xw,  tant  quey  sera  compris  entre  6co  et  C&j  mais  lors- 

qu'en  diminuant^,  on  sera  arrivé  à  fCa);  alors  xvo  commencera 
à  l'emporter  sur  xc^ ,  et  à  devenir  la  plus  grande  des  erreurs. 
Pour  déterminer  dans  quelles  limites  ,  on  formera  les  quantités 

cO'-t-O— af')  flC"-HO_aC") 
pC"-t-0_pC"}    '  pC+aJ  —  pCrO  i  &C* 

Soit  la  plus  grande  de  ces  quantités ,  et  supposons  qu'elle  soit 
DC"H"0— nc")  :  s*  plusieurs  de  ces  quantités  sont  égales  à  é>c3),  nous 

supposerons  que  r"  est  le  plus  grand  des  nombres  auxquels  elles 
répondent.  xc'°  sera  la  plus  grar  '     1c  toutes  les  erreurs  depuis 

R  * 
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y  =  ÇW  jusqu'à  y  =  €°~>.  Lorsque  y  =  C^t  alors  a?cr''3  commence 
à  être  cette  plus  grande  erreur.  En  continuant  ainsi  ,  on  formera 
les  deux  suites , 

ÎCO  ;        &  ;        X^  ;        X^  i  

oc  ;        -,     ifw  ,•   ece  —  oô  ;  (C) 

La  première  indique  les  erreurs  x^'\  x^,  #(r/),  &c,  qui  deviennent 
successivement  les  plus  grandes  :  la  seconde  suite  formée  de  quan- 
tités décroissantes,  indique  les  limites  dey,  entre  lesquelles  ces 
erreurs  sont  les  plus  grandes  ;  ainsi  x^'^  est  la  plus  grande  erreur 
depuis  y—oo,  jusqu'à  y=C(l);xW  est  la  plus  grande  erreur  depuis 
y  =  e^\  jusqu'à  y~S^)-  x{,,)  est  la  plus  grande  erreur  depuis 
y  =  cW,  jusqu'à  y  =  C'^'>-  ainsi  de  suite. 

Reprenons  maintenant  les  équations  (B),  et  supposons  y  néga- 
tif et  infini.  Les  premiers  membres  de  ces  équations  seront  posi- 
tifs; sera  donc  alors  la  plus  petite  des  erreurs  #(,),  &c.  : 
en  augmentant  continuellement  y ,  quelques-uns  de  ces  membres 
deviendront  négatifs ,  et  alors  cessera  d'être  la  plus  petite  des 
erreurs.  Si  l'on  applique  ici  le  raisonnement  que  nous  venons  de 
faire  pour  le  cas  des  plus  grandes  erreurs;  on  verra  que  si  l'on 
nomme        la  plus  petite  des  quantités 

oCO—aCO  flm-EM  aC«_eCO 

  ■    *    *  CiCé 

p00_-pO)  *  pC3)_pti)  »  pC4)_pCO  } 

et  si  l'on  suppose  qu'elle  soit  — — —  ,  s  étant  le  plus  grand  des 

nombres  auxquels  répond  >Sl\  si  plusieurs  de  ces  quantités  sont 
égales  à  x^  sera  la  plus  petite  des  erreurs  depuis  y  —  —  oo, 
jusqu'à  y  =  >S'\  Pareillement,  si  l'on  nomme  la  plus  petite 
des  quantités 

cCH-O—aCO  ûO-t-")_GW  . 

,   ►  .   .  (NTp 

pCH-O_pC0   »  pOt-0>_pCO  ' 

et  que  l'on  suppose  qu'elle  soit   — ,  s' étant  le  plus  grand  des 

nombres  auxquels  répond  aW  ,  si  plusieurs  de  ces  quantités  sont 
égales  à        x^  sera  la  plus  petite  des  erreurs  depuis  y  =  >S,) ,  • 
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jusqu'à  y  —  ?S*1  ;  et  ainsi  du  reste.  On  formera  de  cette  manière ,  les 
deux  suites  , 

*(,)  ;   *    *W  }  ;       x^  ;  .  * . . .  *M 

—  3ô    }       iS&m       fftd    ■       m    }  ifriij    oo  3  (D) 

La  première  indique  les  erreurs  x{'\  x^,  x^;  &c. ,  qui  sont  suc-1 
cessivement  les  plus  petites ,  à  mesure  que  l'on  augmente  y  :  la 
seconde  suite  formée  de  termes  croissans  ,  indique  les  limites  des 
valeurs  de  y ,  entre  lesquelles  chacune  de  ces  erreurs  est  la  plus 
petite  ;  ainsi,  #(0  est  la  plus  petite  des  erreurs,  depuis  y  =  — oo , 
jusqu'à  y  —  tS1);  est  la  plus  petite  des  erreurs 3  depuis  y  —  ?S'), 
jusqu'à  y  =  aW,  et  ainsi  du  reste.  Cela  posé  , 

La  valeur  de  y  qui  appartient  à  l'ellipse  cherchée  ,  sera  l'une  des 
quantités  £(■),  £«,         &c;  x<3),  &c.  j  elle  sera  dans  la 

première  suite ,  si  les  deux  erreurs  extrêmes  de  même  signe,  sont 
positives.  En  effet ,  ces  deux  erreur^  étant  alors  les  plus  grandes  , 
elles  sont  dans  la  suite,  x{'\  #(r),  #(r,),  &c;  et  puisqu'une  même 
valeur  dey,  les  rend  égaies,  elles  doivent  être  Consécutives,  et  la 
valeur  de  y  qui  leur  convient ,  ne  peut  être  qu'une  des  quantités 
,  tfw,  &c;  parce  que  deux  de  ces  erreurs  lie  peuvent  être  à-la- 
fois,  rendues  égales  et  les  plus  grandes ,  que  par  l'une  de  ces  quan- 
tités. Voici  maintenant ,  de  quelle  manière  on  déterminera  celle 
des  quantités         €  W,  &c._,  qui  doit  être  prise  pour  y. 

Concevons ,  par  exemple ,  que  soit  cette  valeur  ;  il  doit  alors 
se  trouver,  par  ce  qui  précède,  entre  x(r')  et  x^,  une  erreur  qui 
sera  le  minimum  de  toutes  les  erreurs  ,  puisque  x^  et  x<-'"'>  seront 
les  maxima  de  ces  erreurs  ;  ainsi  ,  dans  la  suite  x^\  ,  x^s'\  &c.  > 
quelqu'un  des  nombres  s,  s',  &c. ,  sera  compris  entre  r'  et  r".  Sup- 
posons que  ce  soit  s.  Pour  que  x^  soit  la  plus  petite  des  erreurs, 
la  valeur  dey  doit  être  comprise  depuis  jusqu'à  \Wy  donc  si  6<3> 
est  compris  dans  ces  limites  ,  il  sera  la  valeur  cherchée  dey,  et  il 
sera  inutile  d'en  chercher  d'autres.  En  effet,  supposons  que  l'on 
retranche  celle  des  équations  (^)  qui  répond  à  «W,  successive- 
ment des  deux  équations  qui  répondent  à  x{")  et  à  x(r")j  on  aura 


\ 
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Tous  les  membres  de  ces  équations  étant  positifs ,  en  supposant 
y  =  £(3),-  il  est  clair  que  si  l'on  augmente  y,  la  quantité  x^'l-^x^ 
augmentera  ;  la  somme  des  erreurs  extrêmes  ,  prise  positive- 
ment ,  en  sera  donc  augmentée.  Si  l'on  diminue  y ,  la  quantité 
x{'") — x^  en  sera  augmentée,  et  par  conséquent  aussi ,  la  somme 
des  erreurs  extrêmes;  G (3)  est  donc  la  valeur  de  y  qui  donne  la 
plus  petite  de  ces  sommes  ;  d'où  il  suit  qu'elle  est  la  seule  qui  satis~ 
fasse  au  problême. 

On  essaiera  de  cette  manière,  les  valeurs  de  £w,  £(3),  &c.j 
ce  qui  se  fera  très-aisément  par  leur  seule  inspection  ;  et  si  l'on 
arrive  à  une  valeur  qui  remplisse  les  conditions  précédentes,  on 
sera  sûr  d'avoir  la  valeur  cherchée  de  y. 

Si  aucune  des  valeurs  de  £ ,  ne  remplit  ces  conditions  ;  alors 
cette  valeur  de  y  sera  quelqu'un  des  termes  de  la  suite  *(s), 
tSsh  &c.  Concevons,  par  exemple,  que  ce  soit  aW,-  les  deux  erreurs 
extrêmes  #(s)  et  x^  seront  alors  négatives ,  et  il  y  aura ,  par  ce 
qui  précède  ,  une  erreur  intermédiaire,  qui  sera  un  maximum,  et 
qui  tombera,  par  conséquent,  dans  la  suite  x<-'\  fjl%  x{"\  &c. 
Supposons  que  ce  soit  #(r) ,  r  étant  alors  nécessairement  compris 
entre  s  et  s';  devra  donc  être  compris  entre  et  £(2).  Si  cela 
est,  ce  sera  une  preuve  que  *W  est  la  valeur  cherchée  de  y.  On 
essaiera  donc  ainsi,  tous  les  termes  de  la  suite  &c, 
jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  terme  qui  remplisse  les  conditions 
précédentes. 

Lorsque  l'on  aura  ainsi  déterminé  la  valeur  dey  /  on  aura  faci- 
lement, celle  de  z,  Pour  cela ,  supposons  que  Çty  soit  la  valeur 
de  y ,  et  que  les  trois  erreurs  extrêmes  soient  x1-'^ ,  gRO ,  et  #w  j  on 
aura  x^  — — ^r),  et  par  conséquent, 

0W  _  z  —pW  .y  =  —  x^  ; 


d'où  l'on  tire, 


.  s-.y  ; 


on  aura  ensuite  la  plus  grande  erreur  x^,  au  moyen  de  l'équation 

[r;     gg^  ,  {PM-PC°}  v 
x^  '  =  —  '  1  :  *j> 
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4:0.  L'ellipse  déterminée  dans  le  n°.  précédent ,  sert  à  recon- 
noître  si  l'hypothèse  d'une  figure  elliptique  est  dans  les  limites  des 
erreurs  des  observations  ;  mais  elle  n'est  pas  celle  que  les  degrés 
mesurés  indiquent  avec  le  plus  de  vraisemblance.  Cette  dernière 
ellipse  me  paroît  devoir  remplir  les  conditions  suivantes,  Savoir 
1°.  que  la  somme  des  erreurs  commises  dans  les  mesures  des  arcs 
entiers  mesurés ,  soit  nulle  ;  2°.  que  la  somme  de  ces  erreurs  prises 
toutes  positivement,  soit  un  minimum.  En  considérant  ainsi  les 
arcs  entiers  ,  au  lieu  des  degrés  qui  en  ont  été  conclus  ;  on  donne 
à  chacun  de  ces  degrés ,  d'autant  plus  d'influence  sur  l'ellipticité 
qui  en  résulte  pour  la  terre ,  que  l'arc  correspondant  est  plus  con- 
sidérable, comme  cela  doit  être.  Voici  une  méthode  très -simple 
pour  déterminer  l'ellipse  qui  satisfait  à  ces  deux  conditions. 

Reprenons  les  équations  {^4)  du  n°.  4o,  et  multiplions-les  res- 
pectivement par  les  nombres  qui  expriment  combien  les  arcs 
mesurés  renferment  de  degrés,  et  que  nous  désignerons  par 
iW,  i\%  &c.  Soit  A  la  somme  des  quantités  Àf»d%  &c, 

divisée  par  la  somme  des  nombres  z(l),  P~> ,  p\  &c.  ;  soit  pareille- 
ment P,  la  somme  des  quantités  ,  îW.pW,  &c. ,  divisée 
parla  somme  des  nombres  iC2),  P^,  &c.  ;  la  condition  que  la 
somme  des  erreurs  f°  .#w,  iw.xw,  &c,  est  nulle,  donne 

o  —  ^4 — z — P. y. 

Si  l'on  retranche  cette  équation,  de  chacune  des  équations  (^) 
du  n°.  précédent  ;  on  aura  de  nouvelles  équations  de  la  forme  sui- 
vante : 

b^  —  q^\y  =  x^ 
&c. 

• 

Eormons  la  suite  des  quotiens  ■-— ,  °—  ,  ^  ,  &c. ,  et  disposons- 
les  suivant  leur  ordre  de  grandeur ,  en  commençant  par  les  plus 
grands;  multiplions  ensuite  les  équations  (O)  auxquelles  ils  répon- 
dent, par  les  nombres  correspondans  ico,  &c.  ;  disposons  enfin 
ces  équations  ainsi  multipliées  ,  dans  le  même  ordre  que  ces  quo- 
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tiens.  Les  premiers  membres  de  ces  équations  disposées  de  cette 
manière ,  formeront  une  suite  de  termes  de  la  forme 

Uy  —  c^  S      h^y—c^}      hWy—tP)  ;    &c,  ;  (P) 

dans  lesquels  nous  supposerons  ,  &c. ,  positifs,  en  chan- 

geant le  signe  des  termes  où  y  a  un  coefficient  négatif.  Ces  termes 
sont  les  erreurs  des  arcs  mesurés ,  prises  positivement  ou  négatif 
vement.  Cela  posé , 

Il  est  clair  qu'en  faisant  y  infini ,  chaque  terme  de  cette  suite , 
devient  infini  ;  mais  ils  diminuent,  à  mesure  que  l'on  diminue  y , 
et  finissent  par  devenir  négatifs  ;  d'abord ,  le  premier ,  ensuite  le 
second,  et  ainsi  des  autres.  En  diminuant  toujours  y,  les  termes 
une  fois  parvenus  à  être  négatifs,  continuent  de  l'être,  et  dimi- 
nuent sans  cesse.  Pour  avoir  la  valeur  dey ,  qui  rend  Ja  somme  de 
ees  termes  pris  tous  positivement,  un  minimum  ;  on  ajoutera  les 
quantités  k^'\  &c, ,  jusqu'à  ce  que  leur  somme  commence  à 
surpasser  la  somme  entière  de  toutes  ces  quantités 3  ainsi,  en  nom- 
mant F  cette  somme ,  on  déterminera  r  de  manière  que  l'on  ait 

#.)  +  A«  +  /j(3>  +kV>±F; 

Qn  aura  alors  y  =  —  ,  en  sorte  que  l'erreur  sera  nulle ,  relative-? 

ment  au  degré  même  qui  correspond  à  celle  des  équations  (O) 
dont  le  premier  membre  égalé  à  zéro,  donne  cette  valeur  dey. 
Pour  le  faire  voir ,  supposons  que  l'on  augmente  y ,  de  la  quan-* 

/  v  .  c<»  cC-o  ci') 

tité  ffy ,  de  manière  que  —+fy  soit  compris  entre  ^— ^et  r^p 

Les  r — 1  premiers  termes  de  la  série  (P)  seront  négatifs ,  comme 

dans  le  cas  de  <y  =  — mais  en  les  prenant  avec  le  signe  -f- ,? 

leur  somme  diminuera  de  la  quantité , 

\lu;\  -  >  »•'«       !..  ;•  c«'  ' 

Le  rxéme  terme  de  cette  suite,  qui  est  nul,  lorsque^—  —,  devien- 
dra 
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tira  positif  et  égal  à  h^Sy-  la  somme  de  ce  terme  et  des  suivans 
qui  sont  tous  positifs ,  augmentera  de  la  quantité 

£#'>  +  À<,+,)  +  &c.;.J>  ; 
mais  on  a  par  la  supposition  , 

m+m  +/,.('-)         +  7^+0+  &c.  ; 

la  somme  entière  des  termes  de  la  suite  (P)  pris  tous  positive- 
ment ,  sera  donc  augmentée,  et  comme  elle  est  égale  à  la  somme 
des  erreurs  f'kxt1),  f*kx{*\  &c. ,  des  arcs  entiers  mesurés,  prises 
toutes  avec  le  signe  +  ,  cette  dernière  somme  sera  augmentée  par 

la  supposition  de  y  —  —  +  Sy.  Il  est  facile  de  s'assurer  de  la  même 
manière,  qu'en  augmentant  y ,  en  sorte  qu'il  soit  compris  entre 
et  — -,  ou  entre  -~  et  —-^  &c.  ;  la  somme  des  er- 

reurs  prises  ave  le  signe  +  ,  sera  plus  grande  que  lorsque  y  ==  — . 

Diminuons  présentement  y  de  la  quantité  Sy  ,  en  sorte  que 

— •  —  S  y  soit  compris  entre  — —  et      .  ;  :  la  somme  des  termes 

négatifs  de  la  série  (P)  augmentera  en  changeant  leur  signe,  de  la 
quantité 

 +hW).fy; 

et  la  somme  des  termes  positifs  de  la  même  série ,  diminuera  de  la 
quantité 

&c.}.jy,- 

et  puisque  l'on  a 

h^+hW  +  #r>  >#r+1>  +  7^+2)-f  &c.  ; 

il  est  clair  que  la  somme  entière  des  erreurs  prises  avec  le  signe 
sera  augmentée.  On  verra  de  la  même  manière  ,  qu'en  dimi- 

cC-t-0         cCH-*)  et"*-2) 

nuant  y  >  en  sorte  qu'il  soit  entre  lr  _,_  ,  et  ■     ^  .  ,  ou  entre  

et  ^CH.3:)  ,  &c. ,  la  somme  des  erreurs  prises  avec  le  signe  + ,  est 

plus  grande  que  lorsque  j  =  —   cette  valeur  de  y  est  donc  celle 
qui  rend  cette  somme  un  minimum. 

La  valeur  dey ,  donne  celle  de  z ,  au  moyen  de  l'équation 

z  =  ^—P.y. 

L'analyse  précédente  étant  fondée  sur  la  variation  des  degrés  de 
Mécan.  cél.  Tome  II.  S 


m         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 
l'équateur  aux  pôles ,  proportionnelle  au  quarré  du  sinus  de  la 
latitude,  et  cette  loi  de  variation  ayant  également  lieu  pour  la 
pesanteur  ;  il  est  clair  qu'elle  s'applique  aux  observations  sur  la 
longueur  du  pendule  à  secondes. 

4  1.  Appliquons-la  d'abord  aux  degrés  déjà  mesurés,  des  mé- 
ridiens terrestres.  Parmi  ces  degrés ,  je  considérerai  les  sept  sui- 
vans,  que  j'évaluerai  en  parties  de  la  règle  à  laquelle  on  a  rapporté 
l'arc  mesuré  depuis  Dunkerque  jusqu'à  Barcelonne,  pour  déter- 
miner l'unité  fondamentale  des  poids  et  mesures.  Je  désignerai  par 
la  lettre  R,  cette  règle  qui  est  le  double  de  la  toise  dont  Bouguer 
s'est  servi  au  Pérou.  J'exposerai  ensuite  la  manière  dont  on  a  fixé 
le  rapport  de  cette  règle  au  mètre. 

Le  premier  de  ces  degrés  est  celui  du  Pérou  ,  à  zéro  de  latitude. 
Sa  longueur,  suivant  Bouguer,  est  de  25558K,85;  l'arc  total  me- 
suré d'où  ce  degré  a  été  conclu ,  est  de  5°,  4655. 

Le  second  est  celui  du  Cap  de  Bonne-Espérance,  mesuré  par 
la  Caille ,  et  dont  le  milieu  répond  à  la  latitude  de  57°,ooo,5.  Sa, 
longueur  est  de  2.5666^,65  ;  l'arc  total  mesuré  d'où  ce  degré  a  été 
conclu,  est  de  i°,5572. 

Le  troisième  est  celui  de  Pensylvanie ,  mesuré  par  Mason  et 
Dixon.  Son  milieu  répond  à  la  latitude  de  45°,  5556  ;  sa  longueur 
est  de  255gt)R,6o  •  l'arc  total  mesuré  est  de  i°,  6455. 

Le  quatrième  est  celui  d'Italie ,  mesuré  par  Boscovicli  et  le  Maire. 
Son  milieu  répond  à  la  latitude  de  47°,  7965  ;  sa  longueur  est  de 
25640^,55  ;  l'arc  total  mesuré  est  de  2°,4o34. 

Le  cinquième  degré  est  celui  de  France  ,  mesuré  nouvellement 
par  Delambre  et  Mechain.  Son  milieu  répond  à  la  latitude  de 
5i°,  55^7  ;  sa  longueur  est  de  25658*,  29  ;  l'arc  total  mesuré  est  de 
io°,7487. 

Le  sixième  est  celui  d'Autriche  ,  mesuré  par  Liesganig.  Son 
milieu  répond  à  la  latitudede  55°,og26;  salongueur  est  de  25685B,5oj 
l'arc  total  mesuré  est  de  5°,2734. 

Le  septième  est  celui  de  Laponie,  mesuré  par  Clairaut,  Mauper- 
tuis  ,  le  Monnier ,  &c.  Son  milieu  répond  à  la  latitude  de  73°,70J7  : 
en  prenant  une  moyenne  entre  les  diverses  suites  de  triangles, 
et  en  ayant  égard  à  la  réfraction ,  dans  l'évaluation  de  l'arc  céleste 
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je  fixe  sa  longueur  à  25832*,  25  ;  l'arc  total  mesuré  est  de  i°,o644. 

Voici  le  tableau  de  ces  degrés  disposés  suivant  l'ordre  des  lati- 
tudes. 

Latitudes.  Longueurs  des  degrés. 

o°,  oooo    25558*,  85 

37  ,oog5    2666.6  ,65 

43  ,  5556    255gg  ,  60 

47  ,  7960    256'4o  ,  55 

5i  ,  3327    25658  , 28 

55,0926   25685  ,5o 

75  "7057    25832  ,25 

Les  équations  (^)  du  n°.  5g ,  deviennent  donc  ici , 

25558*,  85 —  z — y,  0,00000  = 
25666  ,65  —  z — y.o,3oi56  =  x^ 
2559g        —  z — jK«o,5gg46  =  a;^ 
2564o  ,55  —  z — j.o,4654i  =  (^') 
25658  ,  28  —  z—  j.o,52og5  =  x^ 
25683  ,3o  —  z—  j.o,5485o  =  *(6) 
25852  ,25  —  z  —  j.  0,85887  —  x^ 
Les  deux  suites  (C)  du  même  n°.  deviennent, 
xf}  , 

00   ,        423, 7g6,      3o8,202,      — co 
et  les  deux  suites  (Z?)  deviennent  1 

—  00  ,     162,080 ,     485,087  ,     547,176,  00 

Il  est  facile  d'en  conclure ,  par  le  n°.  cité  ,  y  —  5o8*,  202  ,  ce  qui 
donne       pour  l'ellipticité  de  la  terre  :  on  a  ensuite 

«M  =  «M  —  _  XV)  -,  48*  60. 
Ainsi ,  de  quelque  manière  que  l'on  combine  les  sept  degrés  pré- 
cédens,  quelque  rapport  que  l'on  choisisse,  pour  celui  des  axes  de 
la  terre,  il  est  impossible  d'éviter  dans  l'ellipse,  une  erreur  de 
48*, 60,  dans  les  mesures  de  quelques-uns  des  degrés  précédens  ; 
et  comme  cette  erreur  étant  la  limite  de  celles  qui  peuvent  être 
admises,  est,  par  cela  même,  infiniment  peu  probable,  il  faadroit, 
dans  la  supposition  d'une  figure  elliptique  ,  admettre  des  erreurs 

S-  2  ' 
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encore  plus  grandes  que  48R,  60.  Or  en  examinant  avec  attention , 
les  mesures  de  ces  degrés  ,  il  paroît  difficile  de  supposer  à-la-fois, 
que  dans  chacun  des  degrés  de  Pensylvanie,  du  Cap  de  Bonne- 
Espérance  et  deLaponie,  sur  lesquels  tombent  les  trois  plus  grandes 
erreurs,  il  s'est  glissé  une  erreur  de  48^,  60;  il  semble  donc  résulter 
des  mesures  précédentes  ,  que  la  variation  des  degrés  des  méri- 
diens terrestres ,  s'écarte  sensiblement  de  la  loi  du  quarré  des  sinus 
de  la  latitude,  que  donne  l'hypothèse  des  méridiens  elliptiques. 

Déterminons  cependant ,  l'ellipse  la  plus  probable  qui  résulte 
de  ces  mesures.  En  multipliant  les  équations  {^4'  )  respectivement 
par  les  nombres  ,  P~> ,  &c. ,  de  degrés  que  renferment  les 

arcs  mesurés  qui  leur  correspondent ,  et  divisant  leur  somme 
par  i(!:>  +  i(!l)-4-i(3)-{-&c.  ;  la  condition  que  la  somme  des  erreurs 
»W.*W+iW.*W.+  &c.,  est  nulle,  donne 

0=  25646^,  80  —  z — y-o,  45717  ; 
les  équations  (  O  )  du  11°.  précédent  deviennent  ainsi , 


—  107*,  95  +^.0,40717  = 

,  85  +j/.o,i556i  = 

—  47 

,  20  +,7.0,05771  =s 

—  6 

,  25 — y.  0,02824  = 

11 

,  48 — y.  0,08576  = 

56 

,  5o — ^.o,iii55  = 

i85 

,45 — y.  0,40170  = 

«M 

De-là  il  est  facile  de  conclure  que  la  suite  des  quantités  A('),  h^, 

6(0 

Zj(%  &c. ,  disposées  suivant  l'ordre  de  grandeur  des  quotiens  —  , 
—  ,  &c. ,  est 

0,061983  0,427575  o,56443  ;  i,5i4o5;  o,goo3i;  o,i84o5;  0,06787. 

Les  équations  (  O')  leur  correspondent  dans  l'ordre  5 ,  7  ,  6,  1 ,  5 , 
2,  4  :  la  somme  des  trois  premières  quantités  est  plus  petite  que  la 
demi- somme  de  toutes  ces  quantités  ,  et  la  somme  des  quatre  pre- 
mières la  surpasse  ;  on  a  donc  #(')  =  o  ,  ce  <jui  donne  y  =  246,g5  ; 
et  par  conséquent,  s  =  25558Ji,85j  en  sorte  que  l'expression  du 
degré  du  méridien,  est  255587J,85  -f  246R,g5.sin.29 ,  .0  étant  la 
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latitude;  d'où  résulte  pour  l'applatissement  de  la  terre.  Cette 
expression  donne  86*,  26  pour  l'erreur  du  degré  de  Laponie  , 
erreur  beaucoup  trop  grande,  pour  être  admise  ;  ce  qui  confirme 
ce  que  nous  avons  dit,  savoir  que  la  terre  s'écarte  sensiblement  de 
la  figure  elliptique. 

Les  opérations  faites  nouvellement  par  Delambre  et  Mechain, 
pour  la  mesure  de  l'arc  du  méridien  terrestre  compris  entre  Dun- 
kerque  et  Barcelonne  ,  ne  laissent,  vu  leur  grande  précision, 
aucun  doute  à  cet  égard.  Voici  les  principaux  résultats  de  ces 
opérations. 

Latitudes.  Distances  au  parallèle  de 

Montjoui ,des parallèles  de 

Montjoui   450,ç;5828i   

Carcassonne....  48,016790    Carcassonne.  5:274,9*, 48 

Évaux   5i  ,009414    ....    Evaux  . . . .  157174,05 

Panthéon  à  Paris.  54  ,2746i4    Panthéon..  210519,77 

Dunkerque   56,7o6g44    ....    Dunkerque.  276792  ,56 

Maintenant,  soient  «W,  a(3>,  aw)  et  a^ ,  ces  distances;  ô^, 
0(3^  Sc«5  e^",  les  latitudes;  et  xco,  x<-*\  x(S),  xw,  ,  les  erreurs 
dont  ces  latitudes  sont  susceptibles,  et  que  l'on  peut  attribuer, 
soit  aux  observations  mêmes  de  la  hauteur  du  pôle ,  soit  aux  me- 
sures géodésiques  dont  les  erreurs  influent  sur  les  latitudes  des 
parallèles  supposés  distans  de  celui  de  Montjoui ,  des  intervalles 
aw,  <3(3),  &c.  L'arc  terrestre  compris  entre  l'équateur  et  le  parallèle 
de  Montjoui ,  est  à  très-peu  près  ,  par  ce  qui  précède , 

s.  ip.sin.aflco}, 
s  étant  la  grandeur  du  degré  moyen  ,  et  p  étant  l'applatissement  de 
la  terre  réduit  en  degrés.  L'arc  compris  entre  l'équateur  et  le 
parallèle  de  Carcassonne  sera 

s.  {5W  +  a;W— |p.sin.2âw}, 
l'arc  compris  entre  les  deux  parallèles  de  Carcassonne  et  de  Mont- 
joui ,  sera  donc, 

s.  {9W_ô(0  +  x«_x0)_!p.fsin.2Ôw  —  sin.afi<'>;}. 
En  l'égalant  à  a(s) ,  on  aura 
flW_âC)+*(*)  _  *(■)_  2  p ,  sin.^W—  90; .  cos.  f  ÔW+  fl(0;  — 
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Les  parallèles  des  autres  lieux  ,  comparés  à  celui  de  Mont/joui 
donnent  trois  équations  semblables.  En  substituant  ensuite ,  les 
nombres  correspondans ,  on  aura  les  quatre  équations  suivantes  : 

5274.9*,  48 


2°,o585og  +         x^~  p .  o, oo4582g  : 
5°,  55 11 55  +  ^—         f.o,oo54o36  = 
8°,  5i6355  +  a:W — #{,)+  p. 0,0007162  = 
10°,  748663  +     —         p. 0,0105491  = 


s 

137274*,  o3 

s 

2T33ig*,77 
s 

275792*,  3G 


{B) 


Si  l'on  applique  à  ces  équations ,  la  première  méthode  que  nous 
avons  donnée  au  commencement  du  n°.  5g  ;  on  trouve  que  dans 
l'hypothèse  elliptique  qui  donne  un  minimum ,  pour  la  plus  grande 
erreur,  on  a  x^  =  x^  =  —  x^  =  —  x^=^  ^'/ko  ;  5",  99; 

l'applatissement  p  =  — - — ,  et  le  degré  correspondant  au  parallèle 

moyen  égal  à  2564g*,  8.  Les  observations  ont  été  faites  avec  tant 
de  précision  ,  qu'elles  ne  sont  pas  susceptibles  des  erreurs  précé- 
dentes ,  quoique  fort  petites  j  il  paroît  donc  que  l'on  doit  les  attri- 
buer ,  au  moins  en  partie ,  à  des  causes  qui  écartent  la  figure  de  la 
terre  de  celle  d'un  ellipsoïde.  Mais  ce  qui  le  prouve  incontestable- 
ment, c'est  l'applatissement  que  l'ensemble  de  ces  erreurs 

100,6 

donne  à  la  terre,  applatissement  qui  ne  peut  subsister,  ni  avec  les 
phénomènes  de  la  pesanteur ,  ni  avec  ceux  de  la  précession  et  de  la 
nutation  ;  car  ces  phénomènes  ne  permettent  pas  de  supposer  à  la 
terre ,  un  applatissement  plus  grand  que  dans  le  cas  de  l'homo- 
généité ,  ou  au-dessus  de  ~, 

Si  dans  les  équations  (  B  )  ,  on  fait  p  =■  j^g  ou  en  degrés , 
p  ~  o0,276tgi  ;  et  si  l'on  suppose , 

100000 

elles  donnent  les  suivantes , 

o°,oooooo  —  z  —  y.  o°,oooooo  =  —  ; 
2°,o5724o  —  z — y.  5°,274g48  =  — *W  • 
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5°,549637  — z  — y. \oa,q\qkob  =  —  #(3)  ; 
8°,5i653i  — ^  — j.  2i°,53i977  =  —  *W 
io°,75i585  —  «  — j.  27°,57g256  =  —  #(5)  ; 
Ces  équations  rentrent  clans  les  équations  (^)  du  n°.  5g  ,  avec  la 
seule  différence  du  signe  des  erreurs  &c.  En  y  appliquant 

la  seconde  méthode  exposée  clans  ce  n°.  ;  les  deux  suites  (C)  du 
même  n°. ,  deviennent 

co  5    o°,5gooo2;    o°,38gg8r  ;    o0,38g6gg;  — .oo; 
et  les  deux  suites  {D  )  deviennent 

•—  oo  î       o°,589845  ;       co  ; 

d'où  l'on  tire , 

—#03  =  —  *(5>  =s  *<»  =  —  9",98  ; 
y  —  o,589845 , 

et  le  degré  sur  le  parallèle  de  5o°,  égal  à  2565i*,55. 

Une  erreur  de  g", 98  ,  est  beaucoup  trop  grande,  pour  être  ad- 
mise ;  ainsi  l'applatissement  j~  ,  et  à  plus  forte  raison,  des  appla- 
tissemens  moindres  ,  ne  peuvent  pas  se  concilier  avec  les  mesures 
précédentes;  il  est  donc  bien  prouvé  que  la  terre  s'éloigne  très- 
sensiblement  d'une  figure  elliptique.  Mais  il  est  très-remarquable, 
que  les  mesures  faites  nouvellement  en  France  et  en  Angleterre  , 
avec  une  grande  précision ,  clans  le  sens  des  méridiens ,  et  clans 
le  sens  perpendiculaire  aux  méridiens,  se  réunissent  à  indiquer  un 
ellipsoïde  osculateur  dont  l'ellipticité  est  ~ ,  et  le  degré  moyen 
est  égal  à  2  564g*,  8. 

Pour  représenter  avec  ces  données,  les  mesures  des  degrés  entre 
•Dunkerque  et  le  Panthéon  ,  le  Panthéon  et  Evaux ,  Evaux  et  Car- 
cassonne ,  enfin  Carcassonne  et  Montjoui  ;  il  ne  faut  qu'altérer 
d'environ  4",4  les  latitudes  observées.  Le  degré  perpendiculaire  au 
méridien  ,  à  la  latitude  de  56°,  5i44  ,  devient  25837^,6 ,  et  par  des 
opérations  très-exactes  faites  en  A  ngleterre,  on  l'a  trou  vé  de  a5853R,4. 
Il  paroît  donc  par  cet  accord,  que  l'applatissement  considérable  de 
l'ellipsoïde  osculateur  en  France  ,  ne  dépend  point  des  attractions 
des  Pyrénées,  et  des  autres  montagnes  situées  au  midi  de  la  France: 
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il  tient  à  des  attractions  beaucoup  plus  étendues ,  dont  l'effet  est 
sensible  au  nord  de  la  France ,  et  même  en  Angleterre  ,  comme  en 
Autriche  et  en  Italie  ;  car  tous  les  degrés  mesurés  dans  cette  partie 
de  la  surface  de  la  terre,  sont  à  8R  ou  gR  près,  représentés  par 
l'ellipsoïde  osculateur  dont  on  vient  de  parler. 

Il  paroîj  encore ,  par  les  diverses  observations  azimuthales  faites 
sur  l'arc  du  méridien  terrestre  ,  depuis  Dunkerque  jusqu'à  Mont- 
joui,  que  l'ellipsoïde  oscillateur  n'est  pas  exactement  un  solide  de 
révolution.  En  appliquant  à  ces  observations ,  les  formules  du 
n°.  58 ,  et  les  méthodes  précédentes  ;  on  pourra  déterminer  l'ellip- 
soïde osculateur  qui  satisfait  à-la-fois  aux  observations  des  azi- 
muthsetdes  latitudes.  Nous  nous  bornerons  ici,  à  remarquer  que 
la  mesure  d'une  perpendiculaire  à  la  méridienne  de  l'Observa- 
toire ,  faite  dans  la  plus  grande  largeur  de  la  France ,  par  les  moyens 
que  l'on  vient  d'employer  dans  la  mesure  de  la  méridienne ,  en 
observant  sur  plusieurs  points  les  azimuths  et  les  latitudes,  four- 
nirait sur  l'excentricité  de  cet  ellipsoïde  dans  le  sens  des  paral- 
lèles, des  données  beaucoup  plus  certaines  ,  et  qu'il  est  par  con- 
séquent à  désirer  ,  que  l'on  ajoute  cette  nouvelle  mesure  à  la 
précédente.  Les  observations  azimuthales  que  l'on  a  déjà  faites , 
prouvent  que  les  méridiens  ne  sont  point  semblables  ,  et  si  l'on 
compare  le  degré  du  Cap  de  Bonne-Espérance ,  aux  degrés  me- 
surés dans  l'hémisphère  boréal  de  la  terre ,  il  y  a  lieu  de  croire 
que  les  deux  hémisphères  boréal  et  austral  sont  différens  entre  eux. 
La  figure  de  la  terre  est  donc  très-composée ,  comme  il  est  naturel 
de  le  penser,  lorsque  l'on  fait  attention  aux  grandes  inégalités  de  sa 
surface ,  à  la  différente  densité  des  parties  qui  la  recouvrent,  et 
aux  irrégularités  du  contour  et  de  la  profondeur  des  mers. 

Pour  conclure  la  grandeur  du  quart  du  méridien  terrestre,  de* 
l'arc  compris  entre  Dunkerque  et  Montjoui ,  il  faut  adopter  une 
hypothèse  sur  la  figure  de  la  terre  ,  et  au  milieu  des  irrégularités 
que  cette  figure  présente ,  l'hypothèse  la  plus  naturelle  et  la  plus 
simple,  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  En  partant  de  cette 
hypothèse ,  le  quart  du  méridien  seroit  à  très-peu  près  égal  à  cent 
fois  l'arc  mesuré  entre  Dunkerque  etMontjoui,  divisé  par  le  nombre 
de  ses  degrés  ,  si  son  milieu  correspondons  à  5o°  de  latitude  ;  mais 

il 
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il  est  un  peu  plus  au  nord  :  il  en  résulte  dans  la  longueur  dit 
quart  du  méridien ,  une  petite  correction  qui  dépend  de  l'ap- 
platissement  de  la  terre»  On  a  choisi  l'ellipticité  que  donne  la 
comparaison  de  l'arc  mesuré  en  France ,  avec  l'arc  mesuré  à 
l'équateur,  et  qui  par  sa  position  et  son  éloignement,  par  son  éten- 
due ,  et  par  les  soins  que  plusieurs  excellens  observateurs  ont 
apportés  à  sa  mesure,  doit  être  préféré  pour  cet  objet.  L'ellipticité 
que  cette  comparaison  donne,  est  jj%  ;  le  quart  du  méridien  conclu 
de  l'arc  mesuré  entre  Dunkerque  et  Montjoui,  est  ainsi  égal  à 
2665370*.  Le  mètre  étant  la  dixmillionième  partie  de  cette  lon- 
gueur, est  par  conséquent,  oR,256557,  ou  oloise,5i5o74;  la  toise 
étant  celle  qui  a  servi  à  la  mesure  de  la  terre  au  Pérou ,  rapportée 
à  la  température  de  seize  degrés  et  un  quart  du  thermomètre  à 
mercure  divisé  en  cent  degrés ,  depuis  la  température  de  la  glace 
fondante  ,  jusqu'à  celle  de  l'eau  bouillante  sous  une  pression  équi- 
valente à  celle  d'une  colonne  de  mercure,  de  soixante  et  seize  cen- 
timètres de  hauteur.  Au  moyen  de  cette  valeur  ,  il  sera  facile  de 
traduire  en  mètres,  toutes  les  mesures  précédentes ,  et  généralement 
celles  qui  sont  exprimées  en  toises. 

Quelle  que  soit  la  figuré  de  la  terre  ;  on  voit  par  les  obser- 
vations ,  que  dans  chaque  hémisphère ,  les  degrés  vont  en  dimi- 
nuant des  pôles  à  l'équateur  ,  ce  qui  exige  une  augmentation  cor- 
respondante dans  les  rayons  terrestres ,  et  par  conséquent ,  un 
applatissement  dans  le  sens  des  pôles.  Pour  le  faire  voir,  con- 
cevons pour  plus  de  simplicité ,  que  la  terre  soit  un  sphéroïde 
de  révolution  :  le  rayon  osculateur  du  méridien ,  au  pôle ,  sera 
dirigé  suivant  l'axe  de  révolution  ;  ensuite  ,  il  diminuera  sans 
cesse ,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  perpendiculaire  à  l'axe ,  et  alors 
il  sera  dans  le  plan  de  l'équateur.  Ces  divers  rayons  forment 
par  leur  intersection  commune ,  la  développée  du  méridien  ter- 
restre dont  les  deux  tangentes  extrêmes  sont ,  la  première , 
dans  l'axe  du  pôle  ,  et  la  seconde  ,  dans  l'axe  de  l'équateur. 
Nommons  a  et  a!  ces  deux  tangentes  prises  depuis  l'intersection 
de  l'axe  du  pôle ,  avec  le  diamètre  de  l'équateur  ,  intersection  que 
nous  prendrons  pour  le  centre  de  la  terre.  Nommons  encore  R 
et  R'  les  rayons  oscillateurs  du  méridien  ,  au  pôle  boréal  et  à 
Mécan.  ci,u  Tome  II,  T 
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l'équateur,  et  ?•  et  r  ,  les  rayons  menés  du  centre  de  la  terre  à 

ces  deux  points.  Nous  aurons  évidemment  r  —  R —  a;  r  =R'  +  d; 

d'où  l'on  tire ,  # 

/  —  r  =  a  +  a'  —  (if — R'). 

La  développée  est  convexe  vers  l'axe  du  pôle  ,  puisque  les  rayons 
osculateurs  et  les  degrés  du  méridien  vont  en  diminuant  des  pôles 
à  l'équateur  ;  de  plus  ,  l'arc  entier  de  la  développée  est  moindre 
que  la  somme  a+a'  de  ses  deux  tangentes  extrêmes;  or  R — R'  est 
égal  à  cet  arc;  r — rest  donc  une  quantité  positive.  Si  l'on  nomme  r" 
le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  ,  au  pôle  austral  ;  on  verra  de 
la  même  manière  ,  que  r — r"  est  positif;  2  r  est  donc  plus  grand 
que  r  +  r" ;  c'est-à-dire  que  le  diamètre  de  l'équateur  est  plus  grand 
que  l'axe  des  pôles  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  la  terre  est 
applalie  dans  le  sens  des  pôles. 

Si  l'on  considère  un  arc  infiniment  petit  du  méridien ,  comme 
un  arc  de  cercle,  et  si  l'on  conçoit  tracée  la  circonférence  dont 
cet  arc  fait  partie;  l'extrémité  de  l'arc,  la  plus  voisine  du  pôler 
sera  plus  près  que  l'autre  extrémité  ,  du  point  de  la  circonférence 
le  plus  voisin  du  centre  de  la  terre  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure 
que  le  rayon  terrestre  mené  à  la  première  extrémité  ,  est  moindre 
que  le  rayon  mené  à  la  seconde  extrémité  ;  c'est-à-dire ,  que  les 
rayons  terrestres  vont  en  augmentant  des  pôles  à  l'équateur. 

a+a  est  moindre  que  z(R — R')  ;  ainsi  r — r  est  plus  petit  que 
R — R'  ;  la  différence  des  rayons  terrestres  du  pôle  et  de  l'équa- 
teur ,  est  donc  moindre  que  la  différence  des  rayons  osculateurs 
correspondans  ;  en  sorte  que  les  degrés  des  méridiens  croissent  de 
l'équateur  aux  pôles ,  dans  un  plus  grand  rapport  que  celui  sui- 
vant lequel  les  rayons  terrestres  dimin-aent.  Il  est  facile  d'étendre 
les  mêmes  raisonnemens  au  cas  où  la  terre  ne  seroit  point  un  solide 
de  révolution. 

4 1 .  Considérons  présentement  les  longueurs  observées  du  pen- 
dule à  secondes.  Parmi  ces  longueurs  ,  je  choisirai  les  quinze  sui- 
vantes :  les  deux  premières  ont  été  déterminées  par  Bouguer ,  l'une 
à  l'équateur  au  Pérou  ,  l'autre  à  Portobello  ;  la  troisième  a  été 
déterminée  par  le  Gentil  à  Pondicliery  ;  la  quatrième  a  été  con- 
clue de  celle  de  Londres  ,  par  la  comparaison  des  oscillations  d'un 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  III.  j47 

pendule  invariable  transporté  de  Londres  à  la  Jamaïque  par  Cam- 
pell  ;  la  cinquième  a  été  déterminée  par  Bouguer ,  au  petit  Goave  ; 
la  sixième ,  par  la  Caille  au  Cap  de  Bonne-Espérance  ;  la  septième, 
par  Darquier  à  Toulouse;  la  huitième,  par  Liesganig  à  Vienne 
en  Autriche;  la  neuvième,  à  Paris,  par  Bouguer;  la  dixième, 
a  Gotha  ,  par  Zach  ;  la  onzième  a  été  conclue  de  celle  de  Paris  ,  par 
la  différence  des  oscillations  d'un  pendule  invariable  transporté  de 
Londres  à  Paris;  Ja  douzième  et  la  quatorzième  ont  été  conclues  de 
la  même  manière  de  celle  de  Paris ,  par  les  observations  de  Mallet , 
à  Pétersbourg  et  à  Ponoi  ;  la  treizième  a  été  semblablement  con- 
clue de  celle  de  Paris,  par  Grischow  ,  à  Arensgberg;  enfin,  la 
quinzième  a  été  déterminée  suivant  le  même  procédé  ,  par  les  Aca- 
démiciens français  qui  ont  mesuré  le  degré  du  méridien  enLaponie. 

Les  neuf  mesures  absolues  ont  l'avantage  d'avoir  été  faites  sui- 
vant la  même  méthode  qui  consiste  à  observer  les  oscillations  d'un 
poids  suspendu  à  l'extrémité  inférieure  d'un  fil  de  pite  très-mince, 
d'un  mètre  environ  de  longueur,  et  saisi  par  une  pince,  à  son 
extrémité  supérieure.  Toutes  ces  mesures  peuvent  être  considé- 
rées comme  ayant  été  prises  au  niveau  des  mers.  Te  les  ai  réduites 
au  vide  et  à  la  même  température;  ainsi,  dans  le  cas  même  où  elles 
laisseraient  quelque  incertitude  sur  la  longueur  absolue  du  pen- 
dule à  secondes,  l'uniformité  de  la  méthode  doit  donner  avec 
précision  ,  la  loi  des  variations  de  cette  longueur ,  l'un  des  princi- 
paux objets  à  connoître.  Les  huit  autres  mesures  ont  été  conclues 
par  la  comparaison  d'un  pendule  invariable  observé  à  Paris ,  et 
transporté  dans  les  lieux  correspondais  à  ces  mesures. 

C'est  à  la  longueur  du  pendule  observée  à  Paris  par  Bouguer,  et 
prise  pour  unité ,  que  j'ai  rapporté  les  autres  qui  expriment  encore 
les  rapports  des  poids  d'un  même  corps  transporté  successive- 
ment dans  ces  divers  lieux,  à  son  poids  à  Paris,  pris  pour  unité  de 
poids. 

Latitudes.  Longueurs  du  pendule  à  secondes. 

°>°    0,99669 

10 ,61    0,99689 

13  525    0,99710 

20  5°0    0,997*5 

T  * 


i48  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

Latitudes.  Longueurs  dupendule  à  secondes. 

20 ,5o    0,99728 

37   0,99877 

48  ,44    o,9995o 

53°,57    0,99987 

54 ,26    1,00000 

56 ,65    1,00006 

57 ,22    1,00018 

64 ,72    1,00074 

66 ,60    1,00101 

74 ,22    1,00137 

74 ,55    i,ooi48 

Les  équations  {A)  du  n°.  5g,  deviennent  donc  ici, 
0,99669  — z — j.  0,00000  = 
0,996.39 — z — y.  0,02762  —  #w 
0,99710 — z — y.  0,04270  = 
0,99745 — z — ^.0,09549  ==  xw 
0,99728  — z — y.  o,  10016  =  x^ 
0,99877—  z—y.  o,5li4a  =  x<V 
0,99960 — z — ,7.0,47661  =bé#W 
0,99987  —  z—y.  o,555q6  =  x<>>'>  (^") 
1,00000  — z — y.  0,56672  =  *C;>) 
1,00006  —  z  — y .  0,57624  =  #°0) 
1,00018  —  z — ^.o,6i244  =  a,-Cii) 
1,00074  —  z — y.  0,72507  =  x*-'^ 
1,00101  — z — y.  0,74909  =  a;(l3) 
1,00137—  *— ^.0,84478  =  *00 
i,ooi48  —  z—  j.o,84829=^,5:i 

Les  deux  suites  (  C)  du  même  n°. ,  deviennent 
jpC»)  *CE:>  xCl3)  arc,5) 

+0,0096019  +  o,oo665o4  +  o,oo6n5i  +  o,oo5n8i  +0,0047379,... 
et  les  deux  suites  {D)  deviennent 


co 


+  o,oo553g9       +  o,o3i3§90. . . .  +  ». 
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Il  est  facile  d'en  conclure  par  le  n°.  cité  ,  que  y  =  0,0065599.  On 
trouve  ensuite , 

x<6>  =  —  #W  =  _  U^Q.  0,00018  ; 
2  =  0,99687. 

Ainsi ,  de  quelque  manière  que  l'on  combine  les  quinze  mesures 
précédentes  ;  on  ne  peut  éviter  une  erreur  moindre  que  0,00018, 
dans  l'hypothèse  où  les  variations  de  la  pesanteur  croissent  de 
l'équateur  aux  pôles,  proportionnellement  au  quarré  du  sinus  de 
la  latitude.  Cette  erreur  est  dans  les  limites  de  celles  dont  ces  me- 
sures sont  susceptibles  ,  et  l'on  voit  qu'elle  est  beaucoup  moindre 
que  l'erreur  correspondante  des  mesures  des  degrés  des  méridiens; 
ce  qui  confirme  ce  que  la  théorie  nous  a  indiqué  dans  le  n°.  55  , 
savoir  que  les  termes  de  l'expression  du  rayon  terrestre,  qui  écar- 
tent la  figure  de  la  terre ,  de  l'hypothèse  elliptique ,  sont  beaucoup 
moins  sensibles  dans  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  que  dans 
la  grandeur  des  degrés  des  méridiens.  . 

On  a  vu  dans  le  n°.  54 ,  qu'en  partant  de  l'hypothèse  elliptique  , 
l'ellipticité  de  la  terre  est  égale  à  cinq  demi  du  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur ,  moins  la  valeur  de  y  :  ce  rapport  est  ~  • 
l'ellipticité  est  donc  égale  à  o,oo865  — y  :  en  substituant  pour  y  ,  sa 

valeur  précédente,  on  a     ^  pour  l'ellipticité  de  la  terre  ,  qui 

rend  un  minimum,  la  plus  grande  erreur  des  mesures  précédentes. 
Déterminons  par  la  méthode  du  n°.  4o ,  l'ellipse  la  plus  vraisem- 
blable qui  résulte  de  ces  mesures-  Si  l'on  ajoute  les  équations  ( 
et  que  l'on  divise  leur  somme  par  quinze  ,  on  aura 

0  =°>99923  —  z~ ^-°;4552g; 
c'est  l'équation  de  condition ,  nécessaire  pour  que  la  somme  des 
erreurs  soit  nulle.  Les  équations  (  O  )  du  n°.  4o  ,  deviendront 
ainsi , 

*      — o,ooii54  +y.  o,43529  =  ^ 

—  o,oo234  +  y  .0,40777  =  x^ 

—  o,ooai3  +^.0,59269  =  #(3) 

—  0,00178  +  ^.0,53980  =  *W 

—  0,00196  4-^.0,5551 5  = 
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,  Brooo.o 

of)  'tMt 


o,ooo46  +j. 0,1 2387  m 

«*« 

0,00027 

— jK-o,o4o22  = 

ifii 

o,ooo64 

— y.  0,1 2067  = 

xm 

0,00077 

— ^.0,10143  = 

^9) 

o,ooo85 

— ^.0,14095  = 

0,00095 

— ^.0,17715  = 

0,00  i5i 

— ^-0,28778  == 

x^ 

0,00178 

— j/.o,3i58o  == 

x^ 

0,0021 4 

— jr-  0,40949  = 

X('V 

0,00226 

—^.0,41300  = 

x^ 

De-là  il  est  facile  de  conclure ,  que  la  suite  des  quantités  h%  h{Q\ 
&c,  dun°.  4o,  est 

0,0067151;    o,oo58886;    o,oo58586;    o,oo58552;  o,oo58i86; 

o,oo57585;    0,0056724;    o,oo5447g;    o,oo54255;  0,0055627; 

o,oo53o37;  0,0052471;  o,oo52584;  0,0062260;  o,oo57i36. 
Les  équations  (O")  leur  correspondent  dans  l'ordre  7,  10,  9  ,  1,  5  , 
2<?  i5,  x5  ,  5',  11 ,  8 ,  12  ,  4,  i4,  6  ;  la  somme  des  six  premières  est 
plus  petite  que  la  demi-somme  de  toutes  ces  quantités ,  et  la  somme 
des  sept  premières  surpasse  cette  demi-somme  ;  la  septième  quantité 
répond  à  la  treizième  des  équations  (^");  on  a  donc  parle  n°.  4o, 
#(l  '>=  o ,  et  par  conséquent , 

y  —  0,0056724    ;       z  —  0,99676  ; 

ce  qui  donne  ^      pour  l'ellipticité  de  la  terre.  Cela  s'accorde 

d'une  manière  remarquable  ,  avec  l'ellipticité  conclue  des  mesures 
de  France  et  de  l'équateur.  Il  paroît  donc  par  les  observations  du 
pendule,  que  la  terre  est  beaucoup  moins  applatie  que  dans  le  caa  de 
l'homogénéité ,  et  que  le  rapport  de  ses  axes  ne  peut  pas  être  sup- 
posé plus  grand  que  celui  de  3ao  à  32 1  ,  qui  donne  les  plus  petites 
erreurs  dans  les  longueurs  précédentes.  L'ellipse  la  plus  vraisem- 
blable qui  résulte  de  ces  observations ,  est  celle  dont  les  axes  sont 
dans  le  rapport  de  335  à  336  :  l'expression  de  la  longueur  du  pen- 
dule ,  est  alors  ,  par  ce  qui  précède , 

0,99676+0,0056724. sin.2^;  (e) 
4  étant  la  latitude. 
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Il  ne  s'agit  plus  que  de  multiplier  cette  expression  ,  par  la  lon- 
gueur absolue  du  pendule  à  l'équateur ,  pour  avoir  sa  longueur 
absolue  dans  un  lieu  quelconque  dont  la  latitude  est  4.  Bouguef  a 
trouvé  cette  longueur  absolue  à  l'équateur,  égale  à  o'^ySggiôj 
mais  il  y  a  lieu  de  penser  que  sa  méthode  donne  au  pendule  ,  une 
trop  grande  longueur  ;  parce  qu'à  raison  de  l'épaisseur  du  fil ,  et 
de  la  petite  résistance  qu'il  oppose  à  sa  flexion  ,  le  centre  des  oscil- 
lations doit  être  un  peu  au-dessous  du  point  de  suspension.  Borda 
qui  a  déterminé  par  un  moyen  très-précis,  la  longueur  du  pen- 
dule à  secondes  à  l'Observatoire  de  Paris  ,  l'a  trouvée  égale  à 
ome,74i887.  En  la  divisant  par  0,99676  +  0,0066724. sin.^,  4  étant 
ici  la  latitude  de  l'Observatoire,  on  a  ome,74igo5;  c'est  le  facteur 
par  lequel  on  doit  multiplier  la  formule  (e) ,  qui  donne  ainsi  la 
longueur  absolue  du  pendule  ,  dans  un  lieu  quelconque  ,  égale  à 
ome,7595o2  +  ome,oo42o8.sin.a  4. 

Nous  remarquerons  ici  que  les  mêmes  anomalies  que  présentent 
les  divers  degrés  mesurés  depuis  Dunkerque  jusqu'à  Barcelonne ,  et 
dont  la  cause  est  sans  doute  l'irrégularité  des  parties  de  la  terre ,  se 
retrouvent  dans  les  longueurs  observées  du  pendule  ;  car  Gri- 
scliow  a  observé  à  Pétersbourg  et  à  Arensgberg  ,  sous  des  latitudes 
très-peu  différentes  entre  elles ,  des  variations  dans  ces  longueurs , 
sensiblement  plus  grandes  que  celles  qui  résultent  de  la  loi  pré- 
cédente de  la  variation  du  pendule  de  l'équateur  aux  pôles. 

Ces  anomalies  de  la  variation  de  la  pesanteur ,  disparaissent  à 
très-peu  près ,  à  de  grandes  distances,  pour  ne  laisser  appercevoir 
que  la  loi  de  variation ,  proportionnelle  au  quarré  du  sinus  de  la 
latitude.  On  a  vu  dans  le  n°.  55 ,  que  l'expression  du  rayon  ter- 
restre étant , 

i  +  u.  {fW+F)+jW+  &c.}  ; 
l'expression  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes ,  est 

l + uL .  { r <*> -f-  2 .  r C3) + 3 .  y (4) + &c_  |  +  a ,  a  9 1 L t  ,); 

ainsi ,  les  observations  de  la  longueur  du  pendule  ,  donnant  cette 
longueur,  à  très-peu  près  proportionnelle  à  tf  i  Yw  est  à  très-peu 
près  égal  h  — h.(^  —  \).  La  terre  tournant  autour  d'un  de  ses 
axes  principaux ,  Y'^  doit  être ,  par  le  n°.  5-2  ,  de  la  forme 
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—  h.(^  —  j)  +  h'r.(i  —  ^).cos.2n;  les  observations  sur  le  pen- 
dule, nous  montrent  donc  que  h'r  est  très-petit  relativement  à  h  ; 
elles  nous  apprennent  encore,  que  YM ,  &c. ,  sont  très-petits 
par  rapport  à  et  qu'ainsi  ,  on  peut  les  négliger  dans  l'expres- 
sion du  rayon  terrestre  ,  et  même  dans  celles  de  la  pesanteur  et  de 
la  parallaxe  ;  mais  ,  en  même  temps  ,  les  diverses  mesures  des 
degrés  des  méridiens ,  indiquent  que  ces  termes  deviennent  sensi- 
bles dans  l'expression  de  ces  degrés  ,  à  raison  de  la  grandeur  des 
coefficiens  qui  les  multiplient  dans  cette  expression. 

.  45.  Considérons  présentement ,  Jupiter  dont  l'applatissement 
très-sensible  a  été  déterminé  avec  exactitude.  Si  l'on  suppose 
d'abord  cette  planète  homogène,  on  déterminera  son  ellipticité, 
par  l'équation  (2)  du  n°.  18 , 

q  ^  +  20 .  A3 
0= —  ang.tang.*; 

9  +  3**. 

\/i  +  k*  étant  le  rapport  de  l'axe  de  l'équateur  à  celui  du  pôle. 
Pour  conclure  k  de  cette  équation ,  il  faut  déterminer  q  ;  or  en 
nommant  D  la  distance  du  quatrième  satellite  de  Jupiter  à  son 
centre ,  et  T  la  durée  de  sa  rotation  exprimée  en  parties  du  jour  ; 
la  force  centrifuge  de  ce  satellite  sera  égale  à  la  masse  M  de  J upiter , 
divisée  par  D\  Mais  cette  force  centrifuge  est  à  la  force  centri- 
fuge g,  due  à  la  rotation  de  Jupiter,  et  considérée  à  la  distance  1 

de  l'axe  de  rotation ,  comme  —  est  à      ,  t  étant  la  durée  de  la, 

rotation  de  Jupiter,  exprimée  en  fraction  de  jour;  on  a  donc 

M.  T* 

On  a  par  le  n°.  19,  Jfenf*»#.fi4>Vjj  partant, 
g  _k3.(i+^)-T"  _ 

Nous  supposerons  avec  Newton ,  d'après  les  mesures  de  Pound , 
la  distance  du  quatrième  satellite,  égale  à  ^6,65  demi-diamètres 

k.\/i+K*  1 

de  l'équateur  de  la  planète,  ce  qui  donne  —- —  on 

a  ensuite, 

f  =  o'ottr,4i377  ;      T*==  16*^902 3 

on 
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on  aura  donc 

ç  =  0,086  i45o.fi  +  *\rT, 
el  l'équation  en  *  devient , 

0,172200. ^s      ,      _  , . 
0  =  0  H  — -a —  fg  +  3AaJ).ang.tang. 

d'où  l'on  tire  o, 48i ,  et  par  conséquent ,  l'axe  du  pôle  étant  pris 
pour  l'unité ,  l'axe  de  l'équateur  est  1,10967. 

Suivant  les  observations  de  Pound,  rapportées  par  Newton  , 
l'axe  de  l'équateur  de  Jupiter  est  1,0771  :  Short  a  trouvé  par  ses 
observations  ,  cet  axe  égal  à  1,0769  :  enfin,  par  les  mouvemens  des 
nœuds  et  des  périjoves  des  satellites  de  Jupiter  ,  on  trouve  1,0747 
pour  ce  même  axe  qui ,  comme  onle  verra  dans  la  théorie  des  satel- 
lites de  Jupiter ,  est  déterminé  par  ce  moyen ,  avec  beaucoup  plus 
de  précision ,  que  par  les  mesures  directes.  Ces  divers  résultats 
concourent  à  faire  voir  que  Jupiter  est  moins  applati  que  dans 
le  cas  de  l'homogénéité  ,  et  qu'ainsi  sa  densité  croît  comme  celle  de 
la  terre,  de  la  surface  au  centre. 

On  a  vu  dans  le  n°.  5o ,  que  si  les  planètes  ont  été  primitive- 
ment fluides ,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer;  les  limites  de 
leur  ellipticité,  sont  ^ap  et  j«  P;  en  sorte  que  l'axe  du  pôle  étant  », 
l'axe  de  l'équateur  est  compris  entre  î  +  ^ap  et  i-f-ja<p,  la  pre- 
mière de  ces  limites  répondant  au  cas  de  l'homogénéité  ;  et  comme 
cette  limite  est,  par  ce  qui  précède,  1,10967,  on  a  |*p  =  0,  10967, 
ce  qui  donne  1,10967  et  i,o4387  ,  pour  les  deux  limites  entre  les- 
quelles l'axe  de  l'équateur  doit  être  compris  ;  or  les  axes  précé- 
dens ,  donnés ,  soit  par  les  mesures  directes ,  soit  par  le  mouvement 
des  nœuds  des  orbes  des  satellites  de  Jupiter ,  sont  renfermés  dans 
ces  limites  ;  ainsi  la  théorie  de  la  pesanteur  est  sur  ce  point ,  par- 
faitement d'accord  avec  les  observations. 

Il  suit  encore  du  n°.  3o ,  que  si  Jupiter  et  la  Terre  étant  supposés 
fluides  ,  leurs  densités  respectives  à  des  distances  de  leurs  centres , 
proportionnelles  à  leurs  diamètres,  sont  dans  un  rapport  constant, 
la  loi  de  leurs  ellipticités  sera  la  même  ;  et  l'ellipticité  étant  l'excès 
de  l'axe  de  l'équateur  sur  celui  du  pôle  pris  pour  unité  ,  le  rapport 
des  ellipticités  de  Jupiter  et  de  la  Terre,  sera  le  même ,  quelle  que 
Mécan.  cél.  Tome  II.  "V 
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soit  la  loi  des  densités.  Or  dans  le  cas  de  l'homogénéité  ,  les  ellip- 
licités  sont,  paT  ce  qui  précède  ,  et  par  le  n°.  19,  comme  0,10967 
est  à  o,oo45544i  ;  en  supposant  donc  Fellipticité  de  Jupiter  égale 
à  0,0747 ,  telle  que  la  donne  le  mouvement  des  nœuds  de  ses  satel- 
lites, on  aura  ggg*  -  pour  Fellipticité  de  la  terre,  correspondante 

à  la  même  loi  de  densité.  Cette  ellipticité  seroit  — - — ,  si  l'on  adop- 

1  328,17'  1 

toit  l'e]]ipticité  de  Jupiter  ,  qui  résulte  des  mesures  de  Pound.  Ces 
divers  résultats  sont  d'accord  avec  ceux  que  nous  ont  donnés  les 
observations  du  pendule  ;  ainsi  l'analogie  de  Jupiter  avec  la  Terre, 
concourt  avec  ces  observations ,  pour  nous  faire  voir  que  l'appla- 
tissement  du  spliéroïde  terrestre  est  au-dessous  de  et  même  au- 
dessous  de  :  on  verra  dans  le  cinquième  Livre ,  ce  résultat  con- 
firmé par  les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la 
nutation  de  l'axe  de  la  terre. 

Nous  traiterons  de  la  figure  de  la  lune,  dans  le  cinquième  Livre, 
en  considérant  les  mouvemens  du  sphéroïde  lunaire,  autour  de 
son  centre  de  gravité,  les  seuls  phénomènes  qui  nous  donnent 
quelques  lumières.sur  cette  figure  trop  peu  différente  de  la  sphère, 
pour  qu'elle  puisse  être  déterminée  par  l'observation  directe. 
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CHAPITRE  VI. 

De  la  figure  de  Vanneau  de  Saturne. 

44.  L'anneau  de  Saturne  est  une  couronne  circulaire  d'une 
très-mince  épaisseur ,  dont  le  centre  est  le  même  que  celui  de  la 
planète  ,  et  dont  la  largeur  paroît  être  environ  le  tiers  du  diamètre 
de  Saturne,  la  distance  du  bord  intérieur,  à  la  surface  de  cette 
planète ,  étant  à-peu-près  égale  à  cette  largeur  La  surface  de  l'an- 
neau est  divisée  en  deux  parties  presqu'égales ,  par  une  bande 
obscure  qui  lui  est  concentrique,  et  qui  prouve  que  l'anneau  est 
formé  de  deux  anneaux  concentriques  ,  et  même  d'un  plus  grand 
nombre,  si  l'on  s'en  rapporte  aux  observations  de  Short  qui  assure 
avoir  apperçu  avec  un  fort  télescope  ,  Ja  surface  de  l'anneau 
extérieur ,  divisée  par  des  bandes  obscures  qui  lui  sont  concentri- 
ques. Nous  supposerons  ,  comme  dans  les  recherches  précédentes, 
qu'une  couche  infiniment  mince  de  fluide,  répandue  sur  la  surface 
de  ces  anneaux,  y  seroit  en  équilibre ,  en  vertu  des  forces  dont  elle 
seroit  animée  ;  il  est ,  en  effet ,  contre  toute  vraisemblance ,  de 
supposer  que  ces  anneaux  ne  se  soutiennent  autour  de  Saturne, 
que  par  l'adhérence  de  leurs  molécules  ;  car  alors  leurs  parties  les 
plus  voisines  de  la  planète ,  sollicitées  par  l'action  toujours  renais- 
sante de  la  pesanteur,  se  seroient  à  la  longue,  détachées  des  anneaux 
qui  par  une  dégradation  insensible,  auroient  fini  par  se  détruire  , 
ainsi  que  tous  les  ouvrages  de  la  nature ,  qui  n'ont  point  opposé 
des  forces  suffisantes  ,  à  l'action  des  causes  étrangères.  C'est  par  les 
conditions  de  l'équilibre  de  ce  fluide ,  que  nous  allons  déterminer 
la  figure  des  anneaux. 

On  peut  concevoir  chaque  anneau,  comme  produit  par  la  révo- 
lution d'une  figure  fermée  ,  telle  que  l'ellipse,  mue  perpendiculai- 
rement à  son  plan,  autour  du  centre  de  Saturne,  placé  sur  le 
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prolongement  de  l'axe  de  cette  figure.  Nous  supposerons  cet  axe 
très-petit  par  rapport  à  la  distance  de  son  centre ,  à  celui  de  la 
planète.  On  a  vu  dans  le  n°.  1 1  du  second  Livre ,  que  x ,  y ,  z ,  étant 
les  trois  coordonnées  orthogonales  d'un  point  attiré  par  un  sphé- 
roïde ,  et  tétant  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde,  divisées 
par  leurs  distances  à  ce  point ,  on  a 

fddV\    /ddV\  JddV\ 

Si  le  sphéroïde  étant  de  révolution  ,  l'axe  des  z  est  l'axe  même  de 
révolution,  et  si  l'on  fait  Revient  fonction  de  z 

et  de  puisque  cette  fonction  doit  rester  la  même ,  quand  /•  et  z 
sont  les  mêmes  ;  on  a  donc  alors  , 

(ddV\_y>  fÏT\,^  (ddjr\  . 
(ddV\  (dV\    y*  (d_dV\  . 

l'équation  précédente  deviendra  ainsi , 

i  fdV\    fddV\  (ddV\ 

c'est  l'équation  relative  au  sphéroïde  de  révolution. 

Si  l'on  fait  r  =  a+u  ,  u  étant  la  distance  du  centre  de  Saturne, 
au  centre  de  la  figure  génératrice  de  l'anneau  ;  on  aura 


i     (d  V\  fddV\ 
°  a-\-u'\d 


et  si  l'on  suppose  les  coordonnées  u  et  z  très-petites  par  rapport  au 
rayon ,  on  aura  à  fort  peu  près  , 

fddV\  fddV\ 

°={j^r{d^); 

c'est  l'équation  relative  aux  cylindres  d'une  longueur  infinie  de 
chaque  côté  de  l'origine  des  u  et  des*,-  et  l'on  voit  que  ce  cas  est 
à  fort  peu  près  celui  de  l'anneau ,  quand  le  point  attiré  est  voisin 
de  sa  sut  face. 
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Cette  équation  donne  en  l'intégrant, 

y~^(uJrz.  ^-i)  +  i.(u— z.  y^-i), 

<p  (u)  et  4  (u)  étant  des  fonctions  arbitraires  de  u.  On  peut  mettre 
cette  expression  de  u ,  sous  la  forme  suivante  : 

+f.(u—z.  y^i) — \/rL-  iiF.  (u — z.  s/^—x  Jr 

f(u)  et  F  (u)  étant  des  fonctions  réelles  de  u.  Si  la  figure  géné- 
ratrice du  cylindre  est  formée  de  deux  parties  égales  et  semblables 
de  chaque  côté  de  l'axe  des  u  ;  alors  l'expresskm  de  V  reste  la 
même ,  en  y  changeant  le  signe  de  z  ;  ainsi ,  l'on  a  dans  ce  cas , 

^=f.  (u  +  z.s/ZL.i)+f.(u  —  z.V^-i). 

Pour  déterminer  la  fonction  f(u ),  il  suffit  de  connoître  la  valeur 
de  V\  lorsque  z  —  o,  ou  lorsque  le  point  attiré  est  sur  le  prolonge- 
ment de  l'axe  des  u  ;  et  l'on  verra  bientôt,  que  la  détermination 
de  cette  fonction ,  se  réduit  aux  quadratures  des  courbes. 

La  valeur  de  J7~  relative  aux  cylindres  ,  ne  doit  être  considérée 
que  comme  une  approximation  par  rapport  aux  anneaux  ;  mais  en 
k.  substituant  dans  l'équation  (1) ,  il  est  facile  d'en  conclure  des 
valeurs  de  V,  successivement  plus  approchées.  Si  l'on  fait  dans 
cette  équation , 

u-\-z.  l/— -1  =  -s  }       u  —  z.  l/— 1  =  s'  ; 

elle  deviendra 

°     2'  \  ds  ds'  )^  za-\-s-\-s''  \\ds       (dj') J" 

Soit 

F~=  &c: 
a  a2 

on  aura,  en  comparant  les  puissances  semblables  de  -,  les  équa- 
tions suivantes  : 
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ddV  \ 


o 


o 


o 


Ces  équations  donneront ,  en  les  intégrant ,  les  valeurs,  de  V\ 
V",  &c.  :  pour  en  déterminer  les  fonctions  arbitraires ,  nous  sup- 
poserons pour  plus  de  simplicité  ,  que  la  figure  génératrice  de 
l'anneau,  est  égale  et  semblable  de  chaque  côté  de  l'axe  des  u; 
ce  qui  réduit  à  une  seule ,  les  fonctions  arbitraires  de  chacune  des 
valeurs  de  V\  V",  &c.  Pour  les  obtenir ,  il  suffira  de  connoître 
ces  valeurs  ,  lorsque  le  point  attiré  est  placé  sur  le  prolongement 
de  l'axe  des  u.  Considérons  une  ligne  circulaire  parallèle  au  plan 
qui  passant  par  l'axe  des  u ,  est  perpendiculaire  à  la  figure  généra- 
trice ;  supposons  que  le  centre  de  cette  circonférence  soit  sur  la 
droite  qui  passe  parle  centre  de  Saturne,  perpendiculairement  à 
ce  plan.  Nommons  j/-  la  hauteur  de  ce  centre  au-dessus  de  ce  plan  ; 
a+x,  le  rayon  de  cette  circonférence,  et  <&  l'angle  que  ce  rayon 
forme  avec  le  plan  de  la  figure  génératrice  qui  passe  par  le  point 
attiré  :  soit  a  +  w,  la  distance  de  ce  point,  au  centre  de  Saturne. 
Cela  posé ,  la  somme  des  molécules  de  la  circonférence ,  divisées 
par  leurs  distances  au  point  attiré ,  sera 


l'intégrale  étant  prise  depuis  <s-  =  o,  jusqu'à  <a  égal  à  la  circonfé- 
rence. Il  faut  ensuite  multiplier  cette  intégrale  par  dy ,  et  l'inté- 
grer depuis  y  =  —  p  (x)  ,  jusqu'à  y  =  p  (x)  ;  y''  =  { o  (x)  } 3  étant 
l'équation  de  la  figure  génératrice  de  l'anneau  :  il  faut  enfin ,  pour 
avoir  la  valeur  de  ^F",  multiplier  cette  nouvelle  intégrale  par  dx , 
et  l'intégrer  depuis  x  —  —  jusqu'à  x=k',  — Je  et  k'  étant  les 
limites  des  valeurs  dex.  Ces  diverses  intégrations  sont  inexéra tables 
rigoureusement  ;  on  peut  obtenir  leurs  développemens  en  séries, 

suivant  les  puissances  de  - ,  ce  qui  suffit  dans  la  question  pré- 


(a-\-x)  .dur 


j/  (a-{-u)*—  a. (a+u)  .(a-\-x)  .cos.™  -\-  fa+a^+y1 


a 
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sente;  mais  comme  V  devient  infini,  dans  la  supposition  de  a 
infini ,  il  faut  au  lieu  de  chercher  V,  déterminer  (^f~J  >  dont  la 
valeur  n'est  jamais  infinie.  Il  est  visible  que  l'expression  de  (~\ 

d  r  ^U 

donnera  celle  de  (^j^j  ,  et  par  conséquent,  on  aura  les  attractions 

de  l'anneau ,  parallèles  aux  axes  des  u  et  des  z. 

Les  dimensions  de  la  figure  génératrice  des  anneaux  de  Saturne, 
sont  assez  petites  relativement  à  leurs  diamètres ,  pour  que.  l'on 
puisse  négliger  les  termes  divisés  par  a;  or  si  l'on  substitue  dans 
l'intégrale  précédente,  au  lieu  de  cos.  w,  sa  valeur  en  série, 
i  —  i<**+  &c. ,  et  si  l'on  suppose  av—t,  elle  devient ,  en  négli- 
geant les  termes  divisés  par  a , 

/dt 

Sa  différentielle  prise  par  rapport  à  u  ,  et  divisée  par  du,  est 

(u  —  x)  .d t 


-A 


{(u—x)'+y>+  (*}ï 

L'intégrale  relative  à  •sr,  devant  étie  prise  depuis  ^=0,  jusqu'à 
-sr  =  2  7T ,  7T  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité 

elle  est  évidemment  la  même  que  si  on  la  prenoit  depuis  *  =  w. 

jusqu'à  m  —  v-  ce  qui,  dans  le  cas  de  a  infini,  revient  à  prendre 
l'intégrale  relative  à  t,  depuis  t  — —  00,  jusqu'à  £=oo;  et  alors, 
elle  devient 

2.(ll  x) 


(u-x)*  +y  » 

et  par  conséquent ,  on  a ,  lorsque  le  point  attiré  est  sur  l'axe  des  u, 

Si  l'on  suppose  que  la  figure  génératrice  de  l'anneau,  est  une 
ellipse  ;  en  représentant  son  équation  par  la  suivante , 
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on  trouvera 


La  valeur  de  — relative  à  un  point  quelconque  attiré  ,  est , 
par  ce  qui  précède , 

— f'.(u  +  z.        1)  — f'.(u  —  z.  <i/^-\)  ; 
f  (u)  étant  la  différentielle  def(u),  divisée  par  du;  en  égalant 
donc  ces  deux  valeurs  de  —  (^j^j  dans  le  cas  de  «t=  o ,  on  aura 

celle  de  f  (u).  La  valeur  de  —  (^p),  est 

—  l/— -i -f  .(u  +  z.  y/~^-i)  +  \/~^i.f'.(u — z.  1/^-1  )  ; 

(dV\  /dV\ 
—  \~dû)  6t  — \  dz)  exPriment  ^es  attractions  de  l'anneau,  paral- 
lèles aux  axes  des  u  et  des  z ,  et  dirigées  vers  le  centre  de  la 
figure  génératrice  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure ,  que  dans  le  cas  où 
cette  figure  est  une  ellipse  ,  ces  attractions  sont , 


+  U 


et 


^    V    u+z.\/~^-l-r-  [/^  (u  +  z.y^-i)'— ^.^i— -A  \ 
)—(u—z.  +  \/ (u—z.  ^-i)'-k\(^^\ 

Si  le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde ,  où  l'on  a  u11  +  a°  .  z'—i1; 
elles  deviennent , 

 ;      et  . 

45. 
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4:5.  Supposons  maintenant.,  que  l'anneau  soit  une  masse  fluide 
homogène ,  et  que  sa  figure  génératrice  soit  une  ellipse  ;  nom- 
mons a,  la  distance  du  centre  de  cette  ellipse ,  à  celui  de  Saturne , 
a  étant  supposé  très-grand  par  rapport  aux  dimensions  de  l'ellipse. 
Concevons  que  l'anneau  tourne  dans  son  plan,  autour  de  Saturne, 
et  nommons  g,  la  force  centrifuge  due  à  ce  mouvement  de  rota- 
tion ,  à  la  distance  1  de  l'axe  de  rotation.  Cette  force,  relativement 
à  la  molécule  de  l'anneau  dont  les  coordonnées  sont  u  et  z  ,  sera 
(a  +  u)-gi  et  en  la  multipliant  par  l'élément  de  sa  direction ,  le  pro- 
duit sera  (a  +  u).gdu.  L'attraction  de  Saturne,  sur  la  même  molé- 
5 

C'  est  (a  +  u)>+z*  '  étant  lamassede  Saturne;  en  la  multipliant 
par  l'élément  de  sa  direction,  qui  est  égal  k—d.  V '(a  +  u)*  +  ~z\  on 
aura ,  en  négligeant  les  quarrés  de  u  et  de  z , 

S.  du     zS.udu  S.zdz 

Les  attractions  que  la  même  molécule  éprouve  de  la  part  de  l'an- 
neau, multipliées  parles  élémens  —  du,  et  —  dz  de  leurs  direc- 
tions ,  donnent  les  produits 

k-ïï.udu  df.zdz 
et 


Présentement,  la  condition  générale  de  l'équilibre,  est  que  la  somme 
de  tous  ces  produits  soit  nulle  ;  on  a  donc 

c'est  l'équation  différentielle  de  la  figure  génératrice  de  l'anneau  ; 
mais  nous  avons  supposé  que  cette  figure  est  une  ellipse  dont 
l'équation  est  u*  +  *V  =  h\  et  dont  l'équation  différentielle  est  par 
conséquent,  o=udu  +  h*zdz  :  en  comparant  cette  équation  diffé- 
rentielle ,  à  la  précédente ,  on  aura  les  deux  suivantes , 


S 

4tk  s 

. — !  ,  —  >s 

4*      3S  ~  • 
M£can.  cil,.  Tome  1 1,  X 
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La  première  de  ces  équations  ,  détermine  le  mouvement  de  rota- 
tion de  l'anneau  :  la  seconde  détermine  l'ellipticité  de  sa  figure 

génératrice.  Si  l'on  fait  e  =  ;  la  seconde  de  ces  équations 

donne 

—  i) 

e  étant  positif,  on  voit  que  *  doit  être  plus  grand  que  l'unité. 
L'axe  de  l'ellipse  ,  dirigé  vers  Saturne,  est  égal  à  ûk ,  et  il  mesure 
la  largeur  de  l'anneau  :  l'axe  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est  égal 

à  —    et  il  mesure  l'épaisseur  de  l'anneau  ;  cette  épaisseur  est  donc 

moindre  que  la  largeur. 

On  voit  ensuite ,  que  e  est  nul  ,  lorsque  k  —  i ,  et  lorsque  a  —  oo  ; 
d'où  il  suit  qu'à  une  même  valeur  de  e,  répondent  deux  valeurs 
différentes  de  \  ;  mais  on  peut  choisir  la  plus  grande  qui  donne 
un  anneau  plus  applati.La  valeur  de  e  est  susceptible  d'un  maximum 
qui  répond  à  fort  peu  près  à  k—  2,5g4.  Dans  ce  cas,  <?=o,o543o26  ; 
cette  valeur  est  donc  la  plus  grande  dont  e  soit  susceptible.  En  dé- 
signant par  R,  le  rayon  du  globe  de  Saturne,  et  par  p,  sa  moyenne 
densité,  celle  de  l'anneau  étant  prise  pour  unité  ;  on  aura 

et  par  conséquent , 

_P.R3 

Ainsi ,  la  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse  supposer  à  p ,  est 


3 


0,l62g078.-. 

La  difficulté  d'avoir  le  vrai  rapport  de  a  à  R  ,  vu  la  petitesse  de  ces 
grandeurs  ,  et  l'effet  de  l'irradiation ,  ne  permet  pas  d'évaluer  exac- 
tement la  limite  de  p  :  en  supposan  t  ^  =  2 ,  relativement  à  l'anneau 

xi 

le  plus  intérieur,  ce  qui  s'éloigne  peu  de  la  vérité  3  on  aura  || 
environ  ,  pour  cette  limite. 

L'irradiation  doit  considérablement  augmenter  la  largeur  appa- 
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rente  des  anneaux  dont  la  largeur  réelle  est  conséquemment  beau- 
coup moindre  :  peut-être  même  ,  cette  irradiation  confond  en  un 
seul,  dans  les  meilleurs  télescopes,  plusieurs  anneaux  distincts, 
de  même  que  les  télescopes  moins  forts  nous  présentent  l'ensemble 
des  anneaux  de  Saturne ,  comme  ne  formant  qu'un  seul  anneau;  on 
ne  peut  donc  établir  rien  de  certain ,  sur  la  figure  des  anneaux 
dont  cette  planète  est  environnée.  Nous  nous  contenterons  d'ob- 
server que  la  petitesse  de  leur  largeur  et  de  leur  épaisseur ,  rela- 
tivement à  leurs  distances  à  son  centre  ,  rend  plus  exacte,  l'appli- 
cation de  la  théorie  précédente,  à  leur  figure  ,  et  l'explication  quo 
nous  venons  de  donner  ,  de  la  manière  dont  ces  anneaux  peuvent 
se  soutenir  autour  de  Saturne ,  parles  loix  seules  de  l'équilibre  des 
fluides. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  durée  de  la  rotation  de  chaque 

anneau ,  d'après  la  distance  a  ,  du  centre  de  la  section 'génératrice , 

au  centre  de  Saturne  ;  car  la  force  centrifuge  g,  due  à  son  mou- 

5 

vement  de  rotation ,  étant  égale  à  —  ;  il  est  clair  que  ce  mouve- 

°  a? 

ment  est  le  même  que  celui  d'un  satellite  placé  à  la  distance  a  ,  du 
centre  de  Saturne  ;  d'où  il  suit  que  la  période  de  ce  mouvement 
doit  être  d'environ  o'our,44 ,  relativement  à  l'anneau  intérieur  ;  ce 
qui  est  conforme  à  l'observation. 

46.  La  théorie  précédente  subsisterait  encore ,  dans  le  cas  où 
l'ellipse  génératrice  varierait  de  grandeur  et  de  position,  dans 
toute  l'étendue  de  la  circonférence  génératrice  de  l'anneau  qui 
peut  ainsi  être  supposé  d'une  largeur  inégale  dans  ses  diverses 
parties;  on  peut  même  lui  supposer  une  double  courbure  ,  pourvu 
que  toutes  ces  variations  de  grandeur  et  de  position,  ne  soient 
sensibles  qu'à  des  distances  d'un  point  quelconque  donné  sur  sa 
surface,  beaucoup  plus  grandes  que  le  diamètre  de  la  section  géné- 
ratrice passant  par  ce  point.  Ces  inégalités  sont  indiquées  par  les 
apparitions  et  les  disparitions  de  l'anneau  de  Saturne ,  dans  les- 
quelles les  deux  bras  de  l'anneau  ont  présenté  des  phénomènes 
différens.  J'ajoute  que  ces  inégalités  sont  nécessaires  pour  mainte- 
nir l'anneau  en  équilibre  autour  de  Saturne  ;  car  s'il  étoit  parfai- 
tement semblable  dans  toutes  ses  parties  ,  son  équilibre  seroit 
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troublé  par  la  force  la  plus  légère  ,  telle  que  l'attraction  d'une 
comète  ou  d'un  satellite ,  et  l'anneau  finirait  par  se  précipiter  sur 
la  surface  de  Saturne.  Pour  le  faire  voir,  imaginons  que  l'anneau 
soit  une  ligne  circulaire  dont  r  soit  le  rayon,  et  dont  le  centre 
soit  à  la  distance  z ,  du  centre  de  Saturne  ,  supposé  dans  le  plan 
de  l'anneau.  Il  est  clair  que  la  résultante  de  l'attraction  de  Saturne, 
sur  cette  circonférence  ,  sera  dirigée  suivant  la  droite  z ,  qui  joint 
les  deux  centres.  Si  l'on  nomme  «r,  l'angle  que  le  rayon  r  forme 
avec  le  prolongement  de  z, 


+  2  rz .  cos.  v  -\-  z* 

sera  l'attraction  de  Saturne,  surTélément  rd^  de  l'anneau,  dé- 
composée parallèlement  h.  z  ;  l'intégrale  étant  prise  depuis  vr—o, 
jusqu'à  •s-  ég°al  à  la  circonférence ,  et  la  différentielle  étant  prise , 
par  rapport  à  z.  Nommons  si  cette  attraction  ;  le  centre  de  l'an- 
neau sera  donc  mû  ,  comme  si  toute  sa  masse  étant  réunie  à  ce 
point ,  il  étoit  sollicité  par  la  force  *A  dirigée  vers  le  centre  de 
Saturne. 

En  désignant  par  <?,  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  l'unité  ,  on  a 


Soit 


(1  +  î.c"^-) 


=  !+«•-.  C  -t-a'.  — .c       v  +&C.J 


on  aura 


1  Z   JST.l/^I         .   Z1   2  ST.  1/^1 


Si  l'on  multiplie  ces  deux  suites  l'une  par  l'autre,  et  qu'après  avoir 
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multiplié  leur  produit  par  ,  on  l'intègre  depuis  -s-  =  o',  jusqu'à  v 
égal  à  la  circonférence  entière  représentée  par  2^;  on  aura 


/i 


ds  QT      (  3a  S*  1 

 =  — .    i  +     —  +  — h  &c.  ; 

V'r'+ara.cos.^+a1       ''     l  T  '4  J 


d'où  l'on  tire , 


^4  =  *-—-  .  {  a3  +  2«     — +  &C. 


7~"  l 


Cette  quantité  est  négative,  quel  que  soit  z;  ainsi  le  centre  de 
Saturne  repousse  celui  de  l'anneau ,  et  quel  que  soit  le  mouvement 
relatif  de  ce  second  centre  autour  du  premier  ,  la  courbe  qu'il  dé- 
crit par  ce  mouvement ,  est  convexe  vers  Saturne  ;  le  centre  de 
l'anneau  doit  donc  finir  par  s'éloigner  de  plus  en  plus,  de  celui  de 
la  planète,  jusqu'à  ce  que  sa  circonférence  vienne  en  toucher  la 
surface. 

Un  anneau  parfaitement  semblable  clans  toutes  ses  parties,  seroit 
composé  d'une  infinité  de  circonférences  pareilles  à  celle  que  nous 
venons  de  considérer  ;  le  centre  de  l'anneau  seroit  donc  repoussé 
par  celui  de  Saturne  ,  pour  peu  que  ces  deux  centres  cessassent  de 
coincider,  et  alors,  l'anneau  finirait  par  se  joindre  à  Saturne. 

Les  divers  anneaux  qui  entourent  le  globe  de  Saturne,  sont 
par  conséquent ,  des  solides  irréguliers  d'une  largeur  inégale  dans 
les  différens  points  de  leurs  circonférences,  en  sorte  que  leurs 
centres  de  gravité  ne  coïncident  point  avec  leurs  centres  de  figure. 
Ces  centres  de  gravité  peuvent  être  considérés  comme  autant  de 
satellites  qui  se  meuvent  autour  du  centre  de  Saturne  ,  à  des  dis- 
tances dépendantes  de  l'inégalité  des  parties  de  chaque  anneau  , 
avec  des  vitesses  de  rotation  ,  égales  à  celles  de  leurs  anneaux 
respectifs. 

Dans  la  recherche  de  leurs  figures  ,  nous  avons  fait  abstraction 
de  leur  action  mutuelle  ;  ce  qui  suppose  l'intervalle  qui  les  sépare, 
assez  grand  ,  pour  que  cette  action  n'ait  pas  une  influence  sensible 
sur  leur  figure.  Il  seroit  cependant  facile  d'y  avoir  égard,  et  l'on 
peut  s'assurer  aisément,  que  la  figure  génératrice  de  chaque  anneau 
seroit  encore  elliptique  ,  si  les  anneaux  étoient  fort  applatis.  Mais 
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la  stabilité  de  leur  équilibre  exigeant  que  leur  figure  soit  irrégu- 
lière ,  et  ces  anneaux  doués  de  divers  mouvemens  de  rotation , 
changeant  sans  cesse  leur  position  respective  ;  leur  action  réci- 
proque doit  être  extrêmement  variable ,  et  elle  ne  doit  point  entrer 
en  considération  ,  dans  la  recherche  de  leur  figure  permanente. 
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CHAPITRE  VII. 

De  la  figure  des  atmosphères  des  corps  célestes. 

4  7 .  Un  fluide  rare,  transparent ,  élastique  et  compressible ,  sou- 
tenu par  un  corps  qu'il  environne ,  et  sur  lequel  il  pèse ,  est  ce 
que  je  nomme  son  atmosphère.  Nous  concevons  autour  de  chaque 
corps  céleste ,  une  pareille  atmosphère  dont  l'existence  vraisem-* 
blable  pour  tous,  est  relativement  au  soleil,  à  la  terre  ,  et  à  plu- 
sieurs planètes,  indiquée  par  les  observations.  A  mesure  que  le 
fluide  atmosphérique  s'élève  au-dessus  du  corps  ,  il  devient  de  plus 
en  plus  rare  ,  en  vertu  de  son  ressort  qui  le  dilate  d'autant  plus 
qu'il  est  moins  comprimé;  mais  si  les  parties  de  sa  surface  étoient 
élastiques  ,  il  s'étendroit  sans  cesse ,  et  fmiroit  par  se  dissiper  dans 
l'espace  ;  il  est  donc  nécessaire  que  le  ressort  du  fluide  atmosphé- 
rique diminue  dans  un  plus  grand  rapport  que  le  poids  qui  le 
comprime,  et  qu'il  existe  un  état  de  rareté  dans  lequel  ce  fluide 
soit  sans  ressort.  C'est  dans  cet  état  qu'il  doit  être  à  la  surface  de 
l'atmosphère. 

Toutes  les  couches  atmosphériques  doivent  prendre  à  la  longue, 
un  même  mouvement  de  rotation ,  commun  au  corps  qu'elles  en- 
vironnent ;  car  le  frottement  de  ces  couches  les  unes  contre  les 
autres ,  et  contre  la  surface  du  corps ,  doit  accélérer  les  mouve- 
mens  les  plus  lents,  et  retarder  les  plus  rapides ,  jusqu'à  ce  qu'il 
y  ait  entre  eux ,  une  parfaite  égalité. 

A  la  surface  de  l'atmosphère  ,  le  fluide  n'est  retenu  que  par  sa 
pesanteur ,  et  la  figure  de  cette  surface  est  telle ,  que  la  résultante 
de  la  force  centrifuge  et  de  la  force  attractive  du  corps,  lui  est 
perpendiculaire;  carie  peu  de  densité  de  l'atmosphère  permet  de 
négliger  l'attraction  de  ses  molécules.  Déterminons  cette  figure  , 
et  pour  cela,  nommons  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde 
que  l'atmosphère  recouvre ,  divisées  par  leurs  distances  respec- 
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tives  à  une  molécule  quelconque  dM  de  cette  atmosphère.  Soit  r 
la  distance  de  cette  molécule,  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde; 
6  l'angle  que  r  forme  avec  l'axe  de  rotation  dusphéroïde  ;  et  ■*  l'angle 
que  le  plan  mené  par  cet  axe  ,  et  par  le  rayon  r ,  fait  avec  un  mé- 
ridien fixe  sur  la  surface  du  sphéroïde.  Soit  encore  n ,  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  du  sphéroïde  ;  la  force  centrifuge  de  la  molé- 
cule dM  sera  «V.  sin.  9.  L'élément  de  sa  direction ,  sera  d.  (r.  sin.  S); 
ainsi  ,  l'intégrale  de  cette  force  multipliée  par  l'élément  de  sa 
direction,  sera  ^/zV.sin/fl  ;  en  nommant  donc  p,  la  densité  de 
la  molécule  dM ,  et  n  la  pression  qu'elle  éprouve  ;  on  aura  par 
le  n°.  22  , 

J  —  =  constante  +  V-\-  j  ?i\r\  sin. E  9  ;  (j) 

n  étant  une  fonction  de  p. 

Si  le  sphéroïde  est  peu  différent  d'une  sphère,  l'expression  de  V 
est  par  les  n03.  n  et  3i,  de  cette  forme, 

m     UW  1/C33 

< — h  —,  1  ; — h  &c.  , 

m  étant  la  masse  du  sphéroïde ,  et  Z/W  étant  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  ^  ,  \A — (j?  .sin.^,  et  V i —  /^.cos.^,  qui  sa- 
tisfait à  l'équation  aux  différences  partielles, 

I*  étant  égal  à  cos.  0.  Si  l'on  substitue  pour  ?f~,  cette  valeur,  dans 
l'équation  (î)  ;  on  aura  l'équation  de  toutes  les  couches  de  même 
densité  de  l'atmosphère. 

A  la  surface  extérieure,  n  —  o  ,  et  si  l'on  néglige  l'excentricité 
du  sphéroïde ,  et  que  l'on  désigne  par  a. ,  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur  et  sur  la  surface  du  sphé- 
roïde dont  nous  prendrons  le  rayon  pour  unité;  l'équation  (î) 
devient , 


2 

c  =  -  +  «r'.sin.*  9. 

r 


Eu 
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En  nommant  R  le  rayon  du  pôle  de  l'atmosphère ,  on  A  c  =  —  ,• 
partant, 

—  ^-^-a^-sin/S. 

R  T 

Pour  avoir  le  rapport  des  deux  axes  de  l'atmosphère,  nommons  i?' 
le  rayon  de  son  équateur  :  l'équation  précédente  donnera 

U.K     =  2  .  : 

R 

La  plus  grande  valeur  dont  R'  soit  susceptible ,  est  celle  qui  s'étend 
jusqu'au  point  où  la  force  centrifuge  devient  égale  à  la  pesanteur  ; 

on  a  dans  ce  cas ,  ~  =  *R',  ou  *i?'3  =  1 ,  et  par  conséquent  — — f. 

Ce  rapport  de  R'  à  R  est  le  plus  grand  qu'il  est  possible  ;  car  en 

faisant  «i?'3  =  i —  z,  z  étant  nécessairement  positif  ou  zéro,  on. 

R'     3— z 

aura  — ■  =  . 

R  2 

Le  rayon  le  plus  grand  de  l'atmosphère,  est  celui  de  l'équateur  ; 
en  effet ,  l'équation  de  sa  surface  ,  donne  en  la  différentiant , 

a  r3  .  dê  .sin.  ê  .  cos.9 

dr=  : — : — — : — . 

I  —  ar.  sin."  ô 

Le  dénominateur  de  cette  fraction  est  constamment  positif;  car  la 
force  centrifuge  décomposée  suivant  le  rayon  r,  est  égale  à  ctmr.  sin.s9, 

771 

et  elle  doit  être  moindre  que  la  pesanteur  qui  est  égale  à  —  ;  r  croit 

donc  avec  8,  du  pôle  à  l'équateur. 

Donnons  à  l'équation  de  la  surface  de  l'atmosphère ,  la  forme 
suivante  , 

,         zr  2 
r  „  ■    ;  4  : — r  =  o. 

Les  valeurs  de  r,  qui  conviennent  au  problême ,  doivent  être  posi- 
tives ,  et  telles  que  1  —  a.  r3 .  sin.2  S  soit  plus  grand  que  zéro  ;  or  il  ne 
peut  y  avoir  qu'une  racine  de  cette  nature  ;  car  si  l'on  nomme  p, 
p',  p'\  les  trois  valeurs  de  r ,  données  par  l'équation  précédente , 

et  si  l'on  suppose  p  etp'  positifs  et  moindres  que  -r-—==i  l'équa- 
Mjïcan.  ckl.  Tome  II.  Y 
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tion  en  r,  manquant  de  son  second  terme,  c&  qui  donne  p"= — p — p  > 

p"  seroit  négatif  et  moindre  que   s  ;  le  produit  - — p  .  p'  •  p" 

seroit  donc  moindre  que  — r—  mais  par  la  nature  des  équa- 
tions ,  ce  produit  doit  être  égal  à  cette  quantité  ;  la  supposition 
précédente  est  donc  impossible  ,  et  l'équation  en  r,  n'a  qu'une 
racine  qui  satisfait  au  problême  ;  c'est-à-dire  que  l'atmosphère  n'a 
qu'une  figure  possible  d'équilibre. 

Si  l'on  applique  ces  résultats ,  à  l'atmosphère  solaire  ;  on  voit 
i°.  qu'elle  ne  peut  s'étendre  que  jusqu'à  l'orbite  d'une  planète  qui 
circuleroit  dans  un  temps  égal  à  celui  de  la  rotation  de  cet  astre  , 
c'est-à-dire ,  en  vingt-cinq  jours  et  demi  ;  elle  est  donc  fort  loin 
d'atteindre  les  orbes  de  Mercure  et  de  Vénus,  et  l'on  sait  que  la 
lumière  zodiacale  s'étend  beaucoup  au-delà.  On  voit  2°.  que  le 
rapport  du  petit  au  grand  axe  de  cette  atmosphère ,  ne  peut  être 
moindre  que  f,  et  la  lumière  zodiacale  paroît  sous  la  forme  d'une 
lentille  fort  applatie  ,  dont  le  tranchant  est  dans  le  plan  de  l'équa- 
teur  solaire.  Le  fluide  qui  nous  réfléchit  la  lumière  zodiacale,  n'est 
donc  point  l'atmosphère  du  soleil,  et  puisqu'il  environne  cet  astre , 
il  doit  circuler  autour  de  lui,  suivant  les  mêmes  loix  que  les  pla- 
nètes ;  c'est  peut-être  la  cause  pour  laquelle  il  n'oppose  qu'une 
résistance  insensible ,  à  leurs  mouvemens. 


LIVRE  IV. 


DES   OSCILLATIONS  DE  LA  MER  ET  DE  L}  ATMOSPHERE. 

Ii 'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer  et  sur  ll^mosplière , 
excite  dans  ces  deux  masses  fluides,  des  oscillations  dont  il  est 
intéressant  de  déterminer  la  loi.  Les  oscillations  de  la  mer  sont 
connues  sous  le  nom  de  flux  et  reflux  ;  elles  sont  très  -  sensibles 
dans  nos  ports  :  celles  de  l'atmosphère  sont  peu  sensibles  en  elles- 
mêmes  ,  et  peuvent  être  d'autant  plus  difficilement  observées, 
qu'elles  se  confondent  avec  les  vents  irréguliers  dont  l'atmosphère 
est  sans  cesse  agitée.  Nous  allons  considérer  dans  ce  Livre,  ces 
divers  mouvemens. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Tliéorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer. 

1.  Reprenons  les  équations  générales  du  mouvement  de  la 
mer ,  que  nous  avons  données  dans  le  dernier  Chapitre  du  pre- 
mier Livre.  Si  l'on  prend  pour  unité,  le  demi-petit  axe  de  la 
terre  ,  et  que  l'on  représente  par  y  la  profondeur  de  la  mer,  sup- 
posée très-petite  par  rapport  à  ce  demi-axe,  y  étant  une  fonction 
de  9  et  de  -ar,  ô  étant  le  complément  de  la  latitude  d'une  molécule  dm, 
de  la  surface  de  la  mer ,  dans  l'état  d'équilibre  qu'elle  prendroit 
sans  l'action  du  soleil  et  de  la  lune ,  et  v  étant  la  longitude  de  la 
molécule  dans  cet  état ,  cette  longitude  étant  comptée  d'un  méri- 
dien fixe  sur  la  terre.  Soit  «  y ,  l'élévation  de  la  molécule  dm ,  au- 

Y  2 
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dessus  de  cette  sur  face  d'équilibre  ,  dans  l'état  de  mouvement ,  et 
supposons  que  par  cet  état,  S  se  change  dans  Ù-l-uu,  et  »,  dans 
»+  ctv  ;  enfin,  soit  n  t  le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  terre , 
et  g  la  pesanteur;  on  aura  par  le  n°,  56  du  premier  Livre,  les 
deux  équations  suivantes, 


fd.yu\  fd.yv\ 

y=-\-dT)-\-d^y 


yu.  cos.  $ 
sin.â 


+  *r.  [sin.'  8 .  sin.  9 .  cos.8 .  dy  +  i^M 

les  différences  djK  et  &  V ,  étant  uniquement  relatives  aux  varia- 
bles 9  et  ».  La  fonction  ctàV  exprime,  comme  on  l'a  Vit  dans  le 
n°.  55  du  premier  Livre ,  la  somme  des  produits  de  toutes  les 
forces  qui  troublent  l'état  d'équilibre  de  la  molécule  dm  ,  par  les 
élérnens  de  leurs  directions ,  en  ne  conservant  que  les  différen- 
tielles di  et  dv.  Ces  forces  sont  d'abord  l'action  du  soleil  et  de 
la  lune;  on  aura  la  partie  de  *àV,  relative  à  cette  action,  en 
divisant  respectivement ,  la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  la 
lune ,  par  leurs  distances  à  la  molécule  dm ,  et  en  différentiant  ces 
quo  tiens,  par  rapport  aux  variables  fl  et*,-  or  si  l'on  nomme  rla 
distance  d'un  astre  L ,  au  centre  de  la  terre  ,  V  sa  déclinaison  , 
et  4  son  ascension  droite;  sa  distance  à  la  molécule  dm  ,  sera  par 
le  n°.  25  du  troisième  Livre  ,  à  très -peu  près  , 

vV  2r.  {  cos.  9 .  sin.  v + sin,  S  «  cos*  y .  cos.  (. n  t + » — 4-)} 

l'angle  nt+™  étant  compté  comme  l'angle  4,  de  l'équinoxe  du 
printemps  ;  ainsi ,  pour  avoir  la  partie  de  a.à.V  relative  à  l'action 
de  l'astre  L,  il  faut  différentier  par  rapport  à  9  et  à  »,  la  fonction 

L 


j/  ft —  ai'.  {  cos.  8  .sin.  v  +  s'n.  0  .cos.  v.cos.  (n  J-J-  » — 4j}  + 1 

Mais  comme  on  suppose  le  centre  de  gravité  de  la  terre  immo- 
bile ,  il  faut  transporter  en  sens  contraire ,  à  la  molécule  dm ,  la 


PREMIERE  PARTIE,  LIVRE  IV.  i7r> 

force  dont  ce  centre  est  animé  par  l'action  de  L  ;  et  l'on  a  vu  dans 
le  n°.  2.3  du  troisième  Livre ,  que  cela  revient  à  retrancher  de  la 
fonction  précédente,  celle-ci, 

— |  { cos.  9 .  sin.  v  +  sin.  9 .  cos.  v .  cos.  (n  t  +  w — 4-)}; 

r  r* 

on  aura  donc  la  valeur  de  a  d  V  dépendante  de  l'action  de  L  ,  en 
différentiant  par  rapport  k  9  et  à  ,  la  différence  de  ces  deux  fonc-. 
tions  ,  différence  qui  ,  par  le  n°.  cité  du  troisième  Livre  ,  peut  se 
développer  dans  une  suite  descendante  par  rapport  aux  puissances 
de  r,  telle  qu'en  la  désignant  par 

«ZW     aZW     ctZ^  aZC« 
fa  ji  j-4  i° 

Z{i)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  fi,  V  \ — ^.sin. « 
et  v/i — ^\cos.^,  du  degré  i,  assujétie  à  l'équation  aux  différences 
partielles , 

J       i — 

étant  égal  à  cos.  9. 

a&V  se  compose  encore  de  l'attraction  sur  la  molécule  dm,  de 
la  couche  aqueuse  dont  le  rayon  intérieur  étant  l'unité ,  le  rayon 
extérieur  est  i  +  et  il  est  facile  de  voir  que  pour  la  détermi- 
ner ,  il  faut  diviser  chacune  des  molécules  de  la  couche ,  par  sa 
distance  à  la  molécule  dm ,  et  différentier  la  somme  de  ces  quo- 
tiens  ,  relativement  à  9  et  ^.  Il  faut  de  plus ,  transporter  en  sens 
contraire ,  à  la  molécule  ,  l'action  de  cette  couche,  sur  le  centre  de 
gravité  de  la  terre;  mais  il  est  visible  que  ce  centre  ne  changeant 
point  par  l'attraction  et  par  la  pression  des  diverses  parties  de  la 
terre ,  cette  action  doit  être  ici  négligée. 

•2.  Considérons  d'abord  le  cas  dans  lequel  la  terre  n'auroit 
point  de  mouvement  de  rotation,  et  où  l'on  aurait  par  conséquent, 
7i  — o;  supposons  de  plus  ,  la  terre  sphérique,  et  la  profondeur  y 
de  la  mer ,  égale  à  une  constante  1}  et  déterminons  les  oscillations 
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que  doit  y  exciter  l'action  du  soleil  et  de  la  lune.  L'équation  (1) 
du  n°.  précédent,  devient,  en  y  faisant  cos. â=/*  et  ?  =  l, 


y  _  /d.(uA/  i-^A  _  /_^A 
l      \        dp        J  \dv)S 

l'équation  (2)  devient , 

ihffit«À-k  (£)=-*(£)•(*)■*-*■  é):ii 


or  on 

.coefficiens  de  c/9  et  de 


a  ~  —  ^1  — '  ***  >  011  aura  donc ,  en  comparant  les 

S  de  dQ  et  de  d™ , 

/ddv\___g'\d*,J+\d*r  ) 


partant 

à 


du  J        l  dp  J      (  df.  \ 

/ddv\~\  (ddy\  /ddV'\ 


dix      y  ^'  1  —  f-fJ-   '     1  —  ff* 


V 

L'expression  précédente  de  - ,  donne 

c 

^  tr —  S    c  d-'  S 

on  aura  donc , 
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m- 


(3) 


dp  J         1 — pp.  3 

Pour  intégrer  cette  équation  ,  nous  ferons 

y  =  r^+r^+r^+r^+  &c.; 

yC)}  T^'\  yi*)^  &C-)  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
tle/z,  Vt— ^".sin.^,  et  V \— p*.cos.  <* ,  telle  que  l'on  a  généra- 


lement 


La  partie  de  relative  à  la  coucïie  sphérique  fluide  dont  le  rayon 
intérieur  est  l'unité ,  et  dont  le  rayon  extérieur  est  î  +  a.y ,  sera 
par  le  n°.  i4  du  troisième  Livre,  en  prenant  pour  unité  de  densité, 
la  densité  de  la  mer , 

4*.  {rw+f.r^+f.rw+i.r^+  &c.} , 

*  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon.  Nommons  p 

la  moyenne  densité  de  la'terre  entière  ;  nous  aurons  g=^p,  et 

\ïï.v)iih>vi.3  [>,  .,•  3ft  lu»  oWtJbhÙ^tM&mAiï)»'. w^/W.  ' 
par  conséquent ,  4j=— , 

Il  résulte  du  n°.  précédent,  que  la  partie  de  relative  à 

l'action  du  soleil  et  de  la  lune ,  et  généralement  à  l'action  d'un 
nombre  quelconque  d'astres  attirans ,  peut  se  développer  dans  une 
suite  de  la  forme 


et .  W°)  +  a .  ZyW + A .  xj (3)  + A .  iw)  +  &c  , 
Z/W  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  l'ordre  i,  enp, 
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\/T^.sm.<*,  et  Vï^ï.cos.v,  qui  satisfait  à  l'équation  aux 
différences  partielles , 

cela  posé,  si  l'on  substitue  pour  j  et  ^  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (  5  )  ;  la  comparaison  des  fonctions  semblables  et 
donnera 

Supposons  pour  abréger , 

l'équation  différentielle  précédente  donnera  en  l'intégrant , 
=  l.M^.s'm.hit+l.N&.cofi.  Kl 

+  1  ' (l+ 1  ;  .  I.  sin.  a,  g.yi7^  ïdt :  CQ3.M 

_  Lfci      cos.  a;  t./U^.dt. sin. *j 

JJfM  et  iV(;)  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  f*, 
V/7Z^>.sin.^,  et  V/7^f?.cos.^3  qui  satisfont  aux  équations  à 
différences  partielles , 

(  dp  )       i  — 

L'équation 
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L'équation  différentielle  en         donne  en  y.  supposant  i  =  o, 

/ddYL°y\ 

[~î^ — )  =  o ,  et  par  conséquent , 

l'équation 

donnera  donc , 
y  =  l.M  10. t+  h N^  +  l.M^'Ksm.  x,«+7. if  Mi  cos.  x,# 


+ 1.  M  & .  sin.  ht  t + 1.  N  ® .  cos .  a;  « 
+  &c. 

6  / 

4 — .  sin.  Aa  t.fU^dt.  cos.  a2  * 


As. 

6/ 


cos.  a3  t.fU^dt.  sin.  Aâ  £ 


+  ——.sin. H  t.fU^dt. cos.  A;  * 

A; 

i./'i+i  )  , 

-.  COS.  A;  l.fU^dt.Sia.  A;  £ 


+  &c. 

On  déterminera  les  fonctions  N^,  JV"M ,  &c. ,  au  moyen  de 
la  figure  initiale  du  fluide,  et  les  fonctions  M<-°\  &c, 
au  moyen  de  sa  vitesse  initiale  ;  ainsi,  l'expression  précédente  dej^ 
embrassant  toutes  les  figures  et  toutes  les  vitesses  dont  le  fluide  est 
susceptible ,  elle  a  toute  la  généralité  que  l'on  peut  désirer. 

Si  la  quantité  J£(o)  n'étoit  pas  constante ,  la  valeur  dey  iroit  en 
croissant  sans  cesse,  et  l'équilibre  ne  seroit  pas  ferme,  quel  que  fût 
d'ailleurs  le  rapport  de  la  densité  du  fluide  ,  à  celle  de  la  sphère 
qu'il  recouvre.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  quantités  M{°) 
et  sont  nulles ,  par  cela  seul  que  la  masse  fluide  est  constante. 
Cette  condition  donne  f y  dp. dur— o,  l'intégrale  étant  prise  depuis 
f*=  —  1,  jusqu'à  p  =  i  ,  et  depuis  -sr  =  o,  jusqu'à  «  =  2ir,'  or  on 
a  généralement  par  le  n°.  12  du  troisième  Livre, 

fYU.U(i'Kdt*.dv  =  o, 
Miîcan.  cèu  Tome  II.  Z 
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lorsque  i  et  i  sont  des  nombres  différens  ;  on  aura  donc 

fy  du. cl™  =  4 t.  ==4».  {i^(0).  ^+iV"(°)}  ; 
ainsi  en  égalant  cette  quantité  à  zéro ,  on  aura  =  o  ,  et 

Il  suit  de-là  ,  que  la  stabilité  de  l'équilibre  du  fluide ,  dépend  du 
signe  des  quantités  a,*,  a/;  &c.  ;  car  si  l'une  de  ces  quantités,  telle 
que  a*,  est  négative  ,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  M,, se  chan- 
gent en  exponentielles ,  et  ils  se  changent  en  arcs  de  cercle ,  si 
V=o.  Dans  ces  deux  cas ,  la  valeur  de  y  cesse  d'être  périodique  , 
condition  nécessaire  pour  la  stabilité  de  l'équilibre.  a1;  étant  égal 

à  l4~y-.  {(2i  +  i).p— 3),  cette  quantité  ne  peut  être  positive  que 
dans  le  cas  où  l'on  a  p>— — ,  i  étant  un  nombre  entier  positif 

égal  ou  plus  grand  que  l'unité  ;  il  faut  donc  pour  la  stabilité  de 
l'équilibre,  que  cette  condition  soit  remplie  pour  toutes  les  valeurs 
de  i ,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu ,  qu'autant  que  l'on  a  p  >  l,  c'est-à- 
dire  que  la  densité  du  noyau  doit  surpasser  celle  du  fluide.  Voilà 
donc  la  condition  générale  de  la  stabilité  de  l'équilibre ,  condition 
qui,  si  elle  est  remplie,  rend  l'équilibre  ferme,  quel  que  soit 
l'ébranlement  primitif;  mais  qui ,  si  elle  ne  l'est  pas ,  fait  dépendre 
la  stabilité  de  l'équilibre  ,  de  la  nature  de  cet  ébranlement. 

Si  par  exemple  ,  l'ébranlement  primitif  est  tel  que  le  centre 
de  gravité  du  fluide  coincide  avec  celui  du  noyau  qu'il  recouvre  , 
et  n'ait  aucun  mouvement  par  rapport  à  lui  ,  dans  le  premier  ins- 
tant; alors  Y*V  et  ^-^r~^  seront  nuls  au  premier  instant,  puis- 
que cette  coincidence  ne  dépend  que  de  la  valeur  de  ,  comme 
on  l'a  vu  dans  le  n°.  3i  du  troisième  Livre  ;  cette  valeur  sera  donc 
nulle  à  tous  les  instans ,  et  par  conséquent ,  le  centre  de  gravité  du 
fluide  coincidera  toujours  avec  celui  du  noyau.  Dans  ce  cas ,  la 
stabilité  de  l'équilibre  dépend  du  signe  de  et  pour  que  cette 
quantité  soit  positive ,  il  suffit  que  l'on  ait  p  >  y- 

La  valeur  de  y  donne  immédiatement  celles  de  u  et  de  v  ;  en  effet, 
l'équation 
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donne 

le  signe  des  intégrales  finies  s ,  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs 
entières  positives  de  i,  en  y  comprenant  la  valeur  i  =  o  5  mais  on 
a  par  ce  qui  précède  , 

partant , 

,         (  /ddyMi 

cMu  y/x—y."-     )d.[ — ;   ( 

d?  1.(1+1). l  — Ly 

d'où  l'on  tire, 

1.(1+1). 1  \  ai*  J 
G  et  H  étant  des  fonctions  arbitraires  de  y.  et  de  <a.  On  trouvera  de- 
là même  manière , 

v  =  K+L.t+s.-— — — —  ,.(— : —  )  ; 

1.(1+1). l.(x-is)  \d*  J' 

K  et  Z,  étant  des  fonctions  de  ^  et  de.-^,  dépendantes  des  fonctions 

G '  et  H  :  en  effet,  si  dans  l'équation 


on  substitue  au  lieu  de  y ,  uetv,  leurs  valeurs  précédentes  ;  ou 
aura  en  comparant  séparément  les  termes  multipliés  par  t ,  et  ceux 
qui  en  sont  indépendans , 


\  dp  J  \d*zj 
/d.HVT^p\  /dL\ 

°=( — ^—  J-U^ 

en  sorte  qu'en  vertu  des  valeurs  u—G+H.t ,  p  —  K+L.t,  la 
surface  du  fluide  resteroit  toujours  sphérique.  Pour  concevoir  les 
mouvemens  du  fluide,  dans  cette  hypothèse  ;  imaginons  qu'il  ait  un 
très-petit  mouvement  de  rotation ,  de  l'ordre  *,  autour  de  l'axe  du 

Z  a 
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sphéroïde  •  la  figure  sphérique  du  fluide  n'en  sera  altérée  que  d'une 
quantité  très-petite  du  second  ordre  ;  puisque  la  force  centrifuge 
ne  sera  que  de  l'ordre  a2  :  dans  ce  cas  ,   on  aura  u  —  o  ,  et 

p  =  q  t.  V \ — i^,  q  étant  un  coefficient  indépendant  de  p  et  de  v  : 
mais  on  peut  concevoir  le  fluide  tournant  autour  de  tout  autre 
axe,  et  de  plus,  ces  mouvemens  étant  supposés  fort  petits,  le 
fluide  mû  en  vertu  d'un  nombre  quelconque  de  mouvemens  sem- 
blables, conservera  toujours  ,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 
sa  figure  sphérique.  Tous  ces  mouvemens  sont  compris  dans  les 
formules , 

u  =  G  +  H.t  ;  v  —  K+L.t; 
G,  H,  K,  L,  étant  des  fonctions  de  p  et  de  ,  qui  ont  entre 
elles ,  les  relations  précédentes.  Ces  mouvemens  ne  nuisent  point  à 
la  stabilité  de  l'équilibre  ;  d'ailleurs  ,  ils  doivent  être  bientôt  anéan- 
tis par  les  frottemens  et  les  résistances  de  tout  genre ,  que  le  fluide 
éprouve. 

3.  Considérons  présentement  le  cas  de  la  nature,  dans  lequel 
le  sphéroïde  qui  recouvre  la  mer,  a  un  mouvement  de  rotation. 
L'équation  (i)  du  n°.  1 ,  se  transforme  dans  celle-ci, 

y={ — 2? — )-\^)/  ^ 

L'équation  (^)  du  même  n°.  donne  les  deux  suivantes  : 

(^y,,,Yf).-^-=-*--(£)  |  (£-) 

\dt*J        \dtj  v/TZI^r  • 

L'intégration  générale  de  ces  équations ,  présente  beaucoup  de 
difficultés  :  nous  nous  bornerons  ici ,  à  un  cas  fort  étendu,  celui 
dans  lequel  y  est  une  fonction  de  p  sans  w ,  et  nous  ferons 

y  =  a.  cos.  (it-\-  sn-{-t  )  ; 

u  =  è.cos.  (it+sw  +  e ) ; 

v  —  c.sin.  (it  +  snr+  i) j 

V  »  •'  • 

y  —  a  .  cos.  (i  t+sw+e)  } 
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a,  b,  c,  a'  étant  des  fonctions  rationnelles  de  /j.  et  de  V \~ f<% 
et  5  étant  un  nombre  entier.  En  substituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  («^)  et  (jB),  nous  aurons, 

/d.(yb.[/^J)\ 
a={  7?  J-**0' 

i*.b-*r2,nic.p.  V \ — f**  =  — &'ÇdJ^)'  V  1 — f*^* 

tnib.fi.  Ssa' 
i*.C-\  -— ;         =  — • 

Ces  deux  dernières  équations  donnent, 

En  substituant  ces  valeurs  de  ô  et  de  c ,  dans  la  première ,  et  faisant 
pour  abréger , 

on  aura 


angs.fxz    (uns      ,     ( da'\  "|     s* .gz.a' .(i*— 4nV)  ,,,, 

Nous  observerons  ici  que  si      ,#a  —         .  £  1  —  //   )  est  divisible 

par  i* —  4  V;  le  second  membre  de  cette  équation  n'aura  point  à 
son  dénominateur ,  la  fonction  i'  —  4»V. 

L'équation  (4)  renferme  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le 
n°.  précédent ,  sur  le  cas  de  n  —  o  ,  et  de  y  égal  à  une  constante  l  ; 

car  alors ,  on  a  z  —  —  ,  ce  qui  change  cette  équation  dans  la  sui- 
vante , 


183         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

****iÀ  d\^-^-^ir)}  s^À.  (5) 

Supposons  que  a.cos.  (^£+s<tr)  satisfasse  pour  Y^~> ,  à  l'équation 
aux  différences  partielles , 


la  partie  de  a',  cos.  (it+s  due  à  l'attraction  d'une  coucho 
aqueuse  dont  le  rayon  intérieur  est  1  ,  et  le  rayon  extérieur  est 

sera  par  le  n°.  précédent,  -—    /  "      .a. cos.  (it+  s*r  ) , 
Sa  , 
oa  — (af+i)  P  •cos-(lt  +  s™)  ■>  a  cause  de  g  —  En  suppo- 

sant donc  nulle ,  la  partie  de  a'  correspondante  à  Faction  des 
astres  ,  on  aura 

a  —  \  i—  .   -,    .  \.a; 
l       (*f+  i-hf  ) 

or  l'équation  aux  différences  partielles  en         donne  , 

°-  2T  ^+f'(f+^-a' 

l'équation  (5)  donnera  donc 

=/•  r/+  o  •  'g.  { 1_ 75^777  }■ 

Les  nombres  s  et  f  étant  arbitraires  ,  il  est  clair  que  l'on  aura  la 
partie  de  y ,  qui  est  indépendante  de  l'action  des  astres ,  en  réu- 
nissant toute"  les  valeurs  de  a. cos.  (it+sv)  correspondantes  aux 
diverses  valeurs  que  l'on  peut  donner  à  ces  nombres. 

Pour  avoir  la  partie  de  y,  qui  dépend  de  l'action  des  astres , 
nommons  e. cos. (it+ s *r)  ,  un  terme  de  l'expression  de  J^'  relatif 
à  cette  action,  et  tel  qu'il  satisfasse  pour  Y^f),  à  l'équation  précé~ 
dente  aux  différences  partielles  en  Y{f"> j  on  aura  alors, 
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l'équation  (  5  )  donnera  donc 

i\  a  =  Ig.f.  (f+  i) .  (i— _j.  a -f.  (f+ 1) .  les 
et  par  conséquent, 

f.(f+i).U 


on  aura  ainsi ,  la  partie  de  y  ,  qui  dépend  de  l'action  des  astres , 
et  il  est  aisé  de  voir  que  ces  résultats  coïncident  avec  ceux  du 
n°.  précédent. 

4.  L'intégration  de  l'équation  (4)  dans  le  cas  général  où  n 
n'est  pas  nul,  et  où  la  mer  a  une  profondeur  variable ,  surpasse 
les  forces  de  l'analyse  ;  mais  pour  déterminer  les  oscillations  de 
l'océan  ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  l'intégrer  généralement ,  il  suffit 
d'y  satisfaire  ;  car  il  est  clair  que  la  partie  des  oscillations ,  qui. 
dépend  de  l'état  primitif  de  la  mer  ,  a  du  bientôt  disparaître  par 
les  résistances  de  tout  genre ,  que  les  eaux  de  la  mer  éprouvent» 
dans  leurs  mouvemens  ;  en  sorte  que  sans  l'action  du  soleil  et  de  la 
lune ,  la  mer  seroit  depuis  long-temps  parvenue  à  un  état  perma- 
nent d'équilibre  :  l'action  de  ces  deux  astres,  l'en  écarte  sans  cesse, 
et  il  nous  suffit  de  connoître  les  oscillations  qui  en  dépendent. 

r  étant  la  distance  au  centre  de  la  terre ,  d'un  astre  L  ;  la  partie 
de  clK'  relative  à  son  action  sur  une  molécule  fluide,  et  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  -  ,  sera  par  le  n°.  i ,  en  négligeant 
les  quatrièmes  puissances , 

3L    f         -  1 

 .  \  [ros.  8.sin.  ^-i-sin.â.cos.  *>.cos.  (n  t-\-tx  —  -\ )Y —  1 1 . 

arJ   (  J 

ou 

■^j.  {sin.V  —  j.cos.V}  .  {i  +  o.cos.  2  9} 

4-  — -.$in.  9. cos.  S.sm.  f^.cos.f.cos.  (nt~-  * — -l) 
3L    .  , 

H  -.  Slll.'B.  COS.V.  COS.  2  ( Tl  t-\--nr  4  ). 

4r  ... 
Les  quantités  r ,  v  et  4  variant  avec  une  grande  lenteur  ,  par  rap- 
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port  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ;  les  trois  termes  précé- 
dons donnent  lieu  à  trois  espèces  différentes  d'oscillations.  Les 
périodes  des  oscillations  de  la  première  espèce  sont  fort  longues  ; 
elles  sont  indépendantes  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre ,  et 
ne  dépendent  que  du  mouvement  de  l'astre  L  dans  son  orbite.  Les 
périodes  des  oscillations  de  la  seconde  espèce  ,  dépendent  princi- 
palement du  mouvement  de  rotation tz  £,  delà  terre;  elles  sont  d'un 
jour  à-peu-près  :  enfin ,  les  périodes  des  oscillations  de  la  troisième 
espèce  ,  dépendent  principalement  de  l'angle  znt;  elles  sont  d'en- 
viron un  demi-jour.  L'équation  (4)  du  n°.  précédent,  étant  diffé- 
rentielle linéaire  ;  il  en  résulte  que  ces  trois  espèces  d'oscillations  se 
mêlent  sans  se  confondre  ;  nous  pouvons  donc  les  considérer  sépa- 
rément. 

Des  oscillations  de  la  première  espèce. 

5.  Nous  supposerons  dans  ces  recherches ,  que  le  sphéroïde 
recouvert  par  la  mer ,  est  un  ellipsoïde  de  révolution ,  ce  qui  est 
l'hypothèse  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple  que  l'on  puisse 
adopter.  Dans  ce  cas  ,  l'expression  y  de  la  profondeur  de  la  mer , 
est  de  la  forme  /.  ( i—qy-*)  ,  et  l'on  a 

l.(i-q^) 
~~  i*  —  4  n>*  ' 

Reprenons  l'équation  (4)  du  n°.  3.  Les  oscillations  de  la  première 
espèce ,  ne  dépendant  point  de  l'angle  <sr,  on  doit  faire  s  =  o,  dans 
cette  équation.  Supposons  que  l'on  ait 

c==p(o)  +  pw+pw  +  p(«)  +P<'/>; 

PW,  PW),  &c. ,  étant  des  fonctions  de  f*»,  qui  satisfont,  quel  que 
soit  /,  à  l'équation  aux  différences  partielles , 

0==  _i   V  ^  '>+af.(2f+l).P*A 

La  partie  de  a!  relative  à  y  et  à  l'action  de  la  couche  aqueuse  dont 
le  rayon  intérieur  est  l'unité  ,  et  dont  le  rayon  extérieur  est  î  +  «y, 
sera  par  ce  qui  précède , 

La 
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La  partie  de  a!  relative  à  l'action  des  astres ,  ne  produit  que  des 
quantités  de  la  forme  PW  ;  car  la  fonction  i+5.cos.  2  9,  qui  la 
multiplie  par  le  n°.  précédent,  est  égale  à  6.  (y* — \) ,  et  il  est 
facile  de  voir  que  cette  dernière  fonction  est  de  la  forme  Pw. 
Cela  posé  ;  si  l'on  substitue  au  lieu  de  a  et  de  a  leurs  valeurs  dans 
l'équation  (4)  du  n°.  5,  et  si  l'on  détermine  les  arbitraires  de 

p(°) }  p(*)}  &c. ,  de  manière  que  la  fonction  ^~y.'  (  1  —  &  P  )  so** 

divisible  par  i" — 4/z>%  ce  qui  donne  une  équation  de  condition 
entre  ces  arbitraires  ;  alors  la  puissance  de  y*  ,  la  plus  élevée  dans 
chaque  membre  de  cette  équation,  sera  y*f ,  et  en  comparant  les 
coefficiens  des  diverses  puissances  de  y*,  on  aurajf+ 1  équations  de 
condition,  qui  réunies  à  la  précédente  ,  formeront  f+%  équations 
de  condition.  Mais  les  arbitraires  de  la  fonctionP(o)+Pw+P(,)+&c-> 
sont  au  nombre  f+ 1  ;  en  y  joignant  l'indéterminée  q,  on  aura/4-  2 
indéterminées  qui  pourront  satisfaire  à  ces  équations  de  condi- 
tion j  on  pourra  donc  ainsi  satisfaire  à  l'équation  (4) ,  pour  une  loi 
déterminée  de  la  profondeur  de  la  nier.  On  aura  cette  loi ,  en  ob- 
servant que  si  l'on  désigne  par  Q.y^ ,  le  terme  de  a ,  le  plus  élevé 

/da'\ 

en  y  ;  le  coefficient  de  (£°  1  dans  la  fonction  —  (  -, —  ) .  (  1  —  y  y ■  )  , 

vW 

divisée  par  i* — ànsy',  sera 


d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  y.*?,  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (4) ,  sera 


En  l'égalant  au  coefficient  Q  de  y?f  dans  le  premier  membre  ,  on 
aura 

2  71» 


en  supposant  donc  la  profondeur  de  la  mer ,  égale  à  l  moins  le 
produit  de  ly?  par  cette  valeur  de  q  ;  on  aura  par  l'analyse  précé- 
dente ,  les  oscillations  de  la  première  espèce. 

Mécan.  cÉii.  Tome  II.  A  a 
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g 


est  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  t'équateur, 


rapport  égal  à  En  prenant  pour  run  assez  grand  nombre,  tel 
que  douze  ou  quatorze ,  le  coefficient  de  p.*  sera  assez  petit ,  pour 
pouvoir  être  négligé  ,  et  alors  la  profondeur  de  la  mer  sera  à  très- 
peu  près  constante  ;  on  aura  donc  ainsi ,  d'une  manière  fort  appro- 
chée ,  les  oscillations  de  la  mer ,  dans  le  cas  où  sa  profondeur  est 
par- tout  la  même. 

6.  La  valeur  de  c  du  n°.  5,  est  très-grande  dans  les  oscillations 
de  la  première  espèce  ,  à  cause  du  diviseur  i,  qui  affecte  plusieurs 
de  ses  termes.  Si  l'on  développe  la  partie 


de  l'action  de  la  lune,  qui  produit  les  oscillations  de  la  première 
espèce  ,  en  sinus  et  cosinus  d'angles  croissans  proportionnellement 
au  temps;  que  l'on  désigne  par  &k.(\  4-5-cos.2  SJ.cos. (it-\-^4),  un 
terme  quelconque  de  ce  développement  ;  k  sera  multiplié  par  la 
tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  ,  à  Pécliptique ,  dans  le 
terme  où  it  sera  le  moyen  mouvement  des  noeuds  de  l'orbite 
lunaire  ;  mais  à  raison  de  la  petitesse  de  ce  terme  sera  très-consi- 
dérable et  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  entrent  dans  l'expression 
de  c. 

Nous  devons  cependant  faire  ici  une  observation  importante. 
Les  résistances  que  les  eaux  de  la  mer  éprouvent ,  doivent  con- 
sidérablement diminuer  les  oscillations  de  cette  espèce ,  et  leur 
laisser  très-peu  d'étendue.  Pour  le  faire  voir ,  supposons  la  résis- 
tance proportionnelle  à  la  vitesse ,  et  nommons  €  le  coefficient  de 
cette  résistance.  Les  deux  équations  dans  lesquelles  se  partage 
l'équation  (2)  du  n°.  1 ,  seront  alors , 


car  il  est  clair  que  la  résistance  doit  ajouter  aux  deux  premiers 


— ^.cos.V .  }  .  (1  +5.cos.2  S) , 
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membres  de  ces  équations,  les  termes  ë-(~[f^et  ^  "  ^1ua~ 
tion  (1)  du  n°.  1,  subsistera  toujours. 

Nous  ne  considérerons  ici ,  que  les  termes  dépendans  de  l'an- 
gle it,  dans  lesquels  le  coefficient  i  est  très -petit,  et  beaucoup 

moindre  que  C.  Dans  ce  cas,  et  (j^^  peuvent  être  négli- 

fdu\  (  dv\ 

ges  par  rapport  a  Cl  —  J  et  £.1  -j-  1,  et  comme  ces  termes  sont 

indépendans  de  l'angle  m ,  la  dernière  des  équations  précédentes 
donnera 


fdu\ 
inil\dt) 


+  e 


(£)- 


et  l'avant-dernière  deviendra , 

Cette  équation  doit  être  combinée  avec  celle-ci, 

(d.yu.  {/ 1 — <tt2\ 

Si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  i,  l'équation  (/)  donne 
ou 

partant , 

P  V'.dfA. 
11  =  I   • 

Cette  valeur  de  u  substituée  dans  l'équation  (/) ,  donnera  une 
valeur  plus  approchée  de  g  y — }  mais  on  peut  s'en  tenir  à  la 
première  approximation. 

La  partie  de  V  relative  à  l'action  de  l'astre  L,  est  de  la  forme 
£.fi  +  5.cos.2lT).cos.  (it-\-A))  ou  6£.(>s — fj.cos.  (it+A).  Soit 
Q-(V —  \)>  cos.  (it+ud) ,  la  partie  correspondante  de  y  ;  la  partie 
correspondante  de  f\  due  à  Faction  de  la  couche  aqueuse  dont 

Aa  2 


188         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

le  rayon  intérieur  étant  1,  le  rayon  extérieur  est  i  +  sera 

— -.Q.Cfi»_i;.cos.('ï*+^;;  l'équation  gy—V'  —  o^  donnera 

b.p 

donc 

0=(l~^)-Ç,^~f;""i'^~i;'' 


d'où  l'on  tire , 


S'' 


et  par  conséquent , 

«y: 


6  £ .  ([S — f) .  cos.  (i  t  +  ,4  ; 

*  ~  K-è)  ;  ' 

La  somme  de  tous  les  termes  ai. cos.  ,  étant  égale  à 

— .  {sin.sf — f.cos.V};  la  valeur  entière  de  aj  ,  relative  aux 

4r3 .  '  '  '  . 

oscillations  de  la  première  espèce ,  dues  à  l'action  de  l'astre  L  , 
sera  donc , 

L.  {sin.V  —  i.cos.V}  .fi -f  3. cos.  2 

«7  =  :  —,  Tt  '■ 

Cette  valeur  est  celle  qui  auroit  lieu  ,  si  v  et  s  étoient  rigoureuse- 
ment constans ,  et  si  le  fluide  prenoit  à  chaque  instant  la  figure 

qui  convient  à  l'état  d'équilibre;  car  {^^j  et  i^dt)  ^tant  nu's 
dans  le  cas  de  l'équilibre,  les  équations  différentielles  en  u  et  v, 
se  réduisent  à  celle-ci,  o  —  gy  —  }  on  peut  donc,  lorsque  les 
variations  de  r  et  de  v  sont  très-lentes ,  déterminer  les  oscillations 
de  la  première  espèce  ,  comme  si  le  fluide  se  mettoit  à  chaque 
instant  en  équilibre,  sous  l'action  de  l'astre  qui  l'attire  :  l'erreur 
est  d'autant  moindre,  que  l'autre  se  meut  avec  plus  de  lenteur; 
elle  est  par  conséquent,  insensible  pour  le  soleil.  Elle  peut  être 
sensible  pour  la  lune  ,  à  cause  de  la  rapidité  de  son  mouvement 
dans  son  orbite  ;  mais  comme  les  oscillations  de  la  première  espèce 
sont  très  petites  par  les  observations ,  on  pourra  employer  pour 
la  lune  elle-même ,  la  valeur  précédente  de  ay. 
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Quoique  nous  soyons  parvenus  à  ces  résultats,  dans  la  supposi- 
tion d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  ,  il  est  clair  qu'ils 
ont  lieu ,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  résistance.  En  général ,  on  peut 
les  adopter  sans  erreur  sensible,  toutes  les  fois  que  le  fluide  dérangé 
de  son  état  d'équilibre,  reviendrait  en  vertu  de  la  résistance  qu'il 
éprouve  ,  à  cet  état,  dans  un  temps  moindre  que  celui  d'une  révo- 
lution de  l'astre. 

Des  oscillations  de  la  seconde  espèce* 

q .  La  partie  de  l'action  de  l'astre  L ,  qui  produit  ces  oscilla- 
tions, est  par  le  n°.  4,  égale  à 
3L 

— •  sin.  f.  cos.  v  •  sin.  â  •  cos.  9  •  cos.  (n  t+nr — -\). 
r3 

Le  développement  de  cette  fonction  ,  en  sinus  et  cosinus  d'an- 
gles proportionnels  au  temps ,  donne  une  suite  de  termes  de  la 
forme  *k.p.V\ —  f^.cos. (it+™ — -^),  i  étant  fort  peu  différent^ 
de  n,  h  cause  de  la  lenteur  du  mouvement  de  l'astre  ,  par  rapport 
au  mouvement  de  rotation  de  la  terre.  Reprenons  maintenant, 
l'équation  (4)  du  n".  5,  en  y  supposant  s=i  et 

supposons  de  plus ,  que  a  soit  exprimé  par  la  suite, 

\/Z-ï?.  {pw+pw+pw  

p(°)  PW,  &c. ,  étant  des  fonctions  de  telles  qu'en  désignant 
par  J"(2/)  la  fonction  p.  V \ — //\P(^,  on  ait,  quel  que  soit/, 


o=jj.{f,-,y.(jgg))j  , 

C  du.  '  l 


i — p" 

La  partie  de  a'  relative  à  l'action  de  la  couche  aqueuse  dont  le 
rayon  intérieur  étant  l'unité,  le  rayon  extérieur  est  i+<y  ,  sera 
par  ce  qui  précède  , 
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/j  .  

la  partie  de  a'  relative  à  l'action  de  l'astre  L ,  est  .c.n  — fi' ; 

on  aura  donc , 


Supposons  que  les  constantes  indéterminées  qui  multiplient  cha- 
cune des  fonctions  _P(o),  Pw ,  &c. ,  soient  telles  que  la  fonction 

—  .(Jt-d — (-j—  J'C1 — t?)  solt  divisible  par  i*  —  4»*/**,  ce  qui  ne 

demande  qu'une  seule  équation  de  condition  entre  ces  indétermi- 
nées; alors  le  second  membre  de  l'équation  (4)  n'aura  plus  de 
dénominateur  ;  car  en  ne  considérant  dans  ce  second  membre , 
que  les  termes  qui  ont  V\  —  y?  pour  diviseur,  et  supposant 
a'=  Fn .  V  i— F  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  (f; 
les  trois  parties  de  ce  second  membre  deviennent , 

/an      \    gs.ft'ff      an  /an      \    gs-^3F   j 4n>* ) ■  g* ■  t*?  . 

\X  '  /'ï/P5?   »  "y    /  ia— ''Y'-^ 

ou  gz.y..F.  V\ — d'où  il  suit  que  ce  second  membre  n'a  point 
V  i — ,  au  dénominateur.  En  substituant  donc  dans  cette  équa- 
tion ,  pour  a  et  a  leurs  Valeurs ,  et  en  la  divisant  par  V  i  —  f*** 
la  comparaison  des  puissances  semblables  de  donnera  f  équa- 
tions de  condition  ,  qui  réunies  à  la  précédente ,  formeront  /+  1 
équations  de  condition  à  satisfaire  ;  mais  le  nombre  des  indétermi- 
nées, en  y  comprenant  q ,  est/+i;  on  aura  donc  autant  d'indéter- 
minées que  d'équations.   

Pour  avoir  la  valeur  de  q,  désignons  par  Q.y*f~'.\/i — p*,  le 
terme  de  l'expression  de  c,  le  plus  élevé  en  le  terme  semblable 
de  l'expression  de  a'  sera 

ce  qui  donne 
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pour  le  terme  semblable  du  second  membre  de  l'équation  (4)  :  en 
l'égalant  au  terme  correspondant  de  a,  on  aura 

ainsi  la  profondeur  de  la  mer  étant  supposée  égale  à 

on  pourra  déterminer  par  l'analyse  précédente ,  les  oscillations  de 
la  seconde  espèce. 

Cette  loi  de  profondeur  dépend  de  la  valeur  de  i,  et  par  consé- 
quent ,  elle  n'est  pas  la  même  pour  tous  les  termes  dans  lesquels 
l'action  de  l'astre  peut  se  développer;  cependant  cette  identité  est 
indispensable  pour  qu'une  loi  de  profondeur  puisse  être  admise. 
Mais  on  doit  observer  que  i  étant  peu  différent  de  n ,  on  peu  t 

supposer  ici  ?  =  i,  et  alors  la  loi  précédente  de  profondeur  de 

la  mer,  devient  indépendante  de  i  ;  elle  est  même  à  très-peu  près 
égale  à  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n°.  précédent ,  pour  les 
oscillations  de  la  première  espèce  ,  si  f  est  assez  grand  pour  que 

l'on  puisse  négliger  r  vis-à-vis  de  2  f'  +f. 

8.  La  considération  de  i  à  fort  peu  près  égal  à  n,  nouscon- 
duit  à  une  expression  de  a  très-simple  et  fort  remarquable  ,  en  ce 
qu'elle  donne  l'explication  d'un  des  principaux  phénomènes  des 
marées.  Si  l'on  fait  i  —  n ,  on  a 

Z—  ;  

ns.(i—  Ve; 

Supposons  maintenant,  dans  l'équation  (4)  du  n°.  5,  5=1,  i  —  n 
et  a  =  Qi«.  V^i — Q  étant  un  coefficient  indépendant  de  y-;  on 
aura  par  ce  qui  précède  , 
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ce  qui"  donne 

un       ,       /da'\  (i  —  4^)  , 

-XJtY*-?^  —'a) 

le  second  membre  de  l'équation  (4)  se  réduit  ainsi ,  au  terme 
?^'^g.  En  égalant  cette  quantité,  au  premier  membre,  ou  à  la 
valeur  supposée  pour  a,  on  aura 

d'où  l'on  tire , 

2  Iq.k 


La  partie  de  cty,  correspondante  au  terme  a^.sin.lcos.S.cos.^+^-^/J 
sera  donc , 

alq.sin.  ?  .cos  .9 


,  al-,  COS.  (it+tr — A)  ; 


mais  la  somme  des  termes  a£.cos.  (i  f+<ar—  A)  est,  par  ce  qui 
précède ,  le  développement  de  la  fonction 
3L  , 

— .sm.  v .cos.  p. cos.  (nt-Y^ — 4 y  S 

on  aura  donc  pour  la  partie  entière  de  ay,  relative  aux  oscillations 
de  la  seconde  espèce, 
G  L 

— .la.  sin.  6.  cos.  O.sin.  v  .cos.  f.cos.  (n  f-h-sr — 4  ) 
r3  1 


et  cette  valeur  a  lieu  généralement ,  quel  que  soit  q,  c'est-à-dire, 
quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer,  pourvu  que  le 
sphéroïde  qu'elle  recouvre  soit  un  ellipsoïde  de  révolution. 

La  différence  des  deux  marées  d'un  même  jour ,  dépend  des 
oscillations  de  la  seconde  espèce.  En  effet,  lorsque  l'astre  L  passe 
au  méridien  supérieur  de  la  molécule  ,  on  a  nt+^r  —  4  =  0,  et 
lorsqu'il  passe  au  méridien  inférieur,  on  a  nt  +  ^-— -4  =  2000; 

ainsi 
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ainsi  l'excès  de  la  marée  dans  le  premier  cas,  sur  la  marée  dans 
le  second  cas ,  est 

12. L  '  ■   .  \ 

—f- .  I q .  sm.  8 .  cos.  9 .  sm.  vcos.  v 

Les  observations  faites  dans  nos  ports ,  nous  montrent  que  cette 
différence  est  très-petite  ;  ce  qui  suppose  lq  très-  petit  par  rapport 
a  —  :  cette  supposition  donne  ainsi,  une  explication  fort  simple 
de  ce  phénomène.  Dans  ce  cas ,  le  dénominateur  de  la  fraction 
précédente  est  négatif,  et  si,  comme  les  observations  semblent 
l'indiquer ,  la  marée  supérieure  l'emporte  sur  la  marée  inférieure, 
lq  est  une  quantité  négative  ,  et  la  mer  est  un  peu  plus  profonde 
aux  pôles  qu'à  l'équateur.  Mais  cette  conséquence  est  subordonnée 
à  l'hypothèse  d'un  fluide  répandu  régulièrement  sur  la  surface  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  ,  ce  qui  n'est  point  le  cas  de  la  nature. 
Si  l'on  substitue  pour  Q,  sa  valeur  dans  l'expression  de  c'y  ou 


aura 

n'k  ,7  

 .p.  VI — 

_/  .  S 


a 


Cette  valeur  substituée  dans  les  expressions  de  b  et  de  c,  du  n' 
donne  en  supposant  *  =  î  et  i  =  n , 


C  = 


^lgq.(^-^-n^.y/1~iy 

d'où  il  suit  que  la  partie  de  a.u  ,  relative  aux  oscillations  de  h 
seconde  espèce,  est 

3L  . 

— .sm,c.  cos.  v. cos.  (nt+-w — 
Mécan.  céi,.  Tome  II. 
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et  que  la  partie  de  ac,  relative  aux  mêmes  oscillations,  est 

3L  cosJ     .  i  \ 

— -.  .sin.  v . cos.    cos.  (nt-f® — 

;-3      sin.  8 

Z)es  oscillations  de  la  troisième  espèce. 

g.  La  partie  de  l'action  de  l'astre  L,  qui  produit  ces  oscilla- 
tions ,  est  par  le  n°.  4 ,  égale  à 

- — .  sin."  6 .  cos.a  v .  cos.  2  (n  t + v  —  4-)- 
4r3 

Le  développement  de  cette  fonction ,  en  cosinus  d'angles  croissans 
proportionnellement  au  temps ,  donne  une  suite  de  termes  de  la 
forme  a  k .  sin .2  9 .  cos.  ( it  +  a  <v  —  A) ,  i  étant  peu  différent  de  2  ». 

Reprenons  maintenant  l'équation  (4)  du  n°.  5  ,  en  y  supposant 
5  =  2,  et 

Supposons  de  plus  que  a  soit  exprimé  par  la  suite , 

(x—^).  (p(o)+pw+pw  +  pw;-a>},- 

P'°),  P<*)5  &c,  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de//1, 
telles  qu'en  désignant  par  la  fonction  (  i  —      .  ,  on 


ait , 


La  partie  de  a'  relative  à  l'action  de  la  couche  aqueuse  dont  le 
rayon  intérieur  étant  l'unité ,  le  rayon  extérieur  est  i  +  sera 
par  ce  qui  précède, 

_5.r.-^2||.pM+i.pw+^.p(o  +_i-.pc>/-')]. 
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La  partie  de  a'  relative  à  l'action  de  l'astre  L ,  est  .(l — /);  on 

ë 

aura  donc, 

Supposons  que  les  constantes  indéterminées  qui  multiplient 
chacune  des  fonctions  ,  P« ,  &c. ,  soient  telles  que  la  fonc- 
tion ^•pa—^J^J-C1—!"-*)  soit  divisible  par  i1—  4»V3  ce  qui 

ne  demande  qu'une  seule  équation  de  condition  entre  ces  indé- 
terminées ;  alors  le  second  membre  de  l'équation  (4)  n'aura  plus 
de  dénominateur;  de  plus,  il  sera  divisible  par  1 — ^%  comme  le 
premier  ;  car  en  supposant  a  =  (1 —  /S) .  F,  et  ne  considérant  que 
les  termes  qui  ne  sont  point  divisibles  par  1 — les  trois  parties 
de  ce  second  membre ,  deviennent 

—  (—7-y^AgzF+(-r-j.^.  j.gzF+  ^  y  kgz  .  F, 

ou  4. Ci — P*)-gzF;  et  par  conséquent  leur  somme  est  divisible 
par  x — ^.  En  substituant  pour  a  et  a',  leurs  valeurs  précédentes 
dans  l'équation  (4) ,  et  en  la  divisant  par  1— la  comparaison 
des  coefficiens  des  puissances  de  f*,  donnera/ équations ,  qui  réunies 
à  la  précédente ,  formeront  /+  »  équations  de  condition  à  satis- 
faire :  le  nombre  des  indéterminées ,  en  y  comprenant  q  ,  est  pa- 
reillement /+ 1  ;  on  aura  donc  autant  d'indéterminées  que  d'équa- 
tions. 

Pour  avoir  la  valeur  de  q,  nommons  Q.^~%  le  terme  le  plus 
élevé  en      de  PW~^;  le  terme  correspondant  de  a!  sera 

le  terme  correspondant  du  second  membre  de  l'équation  (4),  sera 

Bb  a 
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en  l'égalant  au  terme  correspondant  du  premier  membre,  ou  à 
Q>(i — on  aura 

ainsi  ,  en  supposant  la  profondeur  de  la  mer  égale  à 

on  pourra  déterminer  par  l'analyse  précédente ,  les  oscillations  de 
la  troisième  espèce.  Cette  expression  est  différente  pour  les  diverses 
valeurs  dont  i  est  susceptible;  mais  on  doit  observer  que  i  étant  à 

fort  peu  près  égal  à  -2  n  ,  on  peut  supposer  -r  ~  i ,  et  alors  on  a 

pour  la  profondeur  de  la  mer,  la  même  expression  que  nous  avons 
trouvée  dans  le  n°.  7  ,  relativement  aux  oscillations  de  la  seconds 
espèce;  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  cette  loi  de  profondeur 
puisse  être  admise.  On  peut  même  faire  coincider  cette  profondeixr 
avec  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n°.  5 ,  relativement  aux 
oscillations  de  la  première  espèce,  en  supposant/" assez  grand  pour 
pouvoir  négliger  l'unité,  eu  égard  à  af'+f;  mais  nous  avons 
observé  dans  le  n°.  6 ,  que  les  résistances  éprouvées  par  la  mer 
dans  ses  mouvemens,  rendent  les  oscillations  de  la  première 
espèce  ,  indépendantes  de  la  loi  de  profondeur  delà  mer  ;  en  sorte 
qu'il  suffit  de  considérer  les  loix  de  profondeur,  dans  lesquelles  on 
peut  déterminer  à-la-fois ,  les  oscillations  de  la  seconde  et  de  la 
troisième  espèce. 

ÎO.  Nous  avons  remarqué  dans  le  n".  8,  que  pour  satisfaire 
aux  observations  ,  il  faut  supposer  la  profondeur  de  la  mer,  à  fort 
peu  près  constante  :  nous  allons  déterminer  dans  cette  hypothèse, 
les  oscillations  de  la  troisième  espèce.  Nous  supposerons  de  plus  , 
que  r,  4  et  v  varient  avec  assez  de  lenteur  ,  par  rapport  aux  va- 
riations de  l'angle  2nt,  pour  que  l'on  puisse  les  traiter  comme 

constans.  Nous  négligerons  encore,  la  fraction  -  ,  qui  exprime  le 

P 

rapport  de  la  densité  de  la  mer  à  la  moyenne  densité  de  la  terre, 
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rapport  qui  paroît  assez  petit ,  par  les  observations  faites  sur  l'at- 
traction des  montagnes.  Cela  posé ,  en  faisant 

y  —  a.  cos.  (2nt  +  2^ —  2  4J> , 

on  aura 

3L 

tta  —*a — ,  _  a»(  1  —  //M.cos.V; 

l'équation  (4)  du  n°.  3,  deviendra  donc,  en  observant  que 
_  / 

On  peut  donner  à  cette  équation,  une  forme  plus  simple  ,  en  y 
faisant  1 — ^  =       et  en  supposant      constant  ;  on  aura  ainsi, 

Pour  satisfaire  à  cette  équation ,  nous  ferons  , 

Cette  valeur  substituée  dans  l'équation  dilférentielle  précédente  , 
donnera  d'abord,  en  comparant  les  coefficiens  de  3% 

;  =  — ^r-.COS.V. 

La  comparaison  des  coefficiens  de  x^,  donnera  l'équation  identique 
0  =  0  ;  enfin  la  comparaison  des  coefficiens  de  #^"K,  /étant  égal  ou 
plus  grand  que  l'unité  ,  donnera 

o  =  A^K (af*  +  6f)  —A^\  (2 f'+  5f)  +  ^l.^(f\ 

On  aura,  au  moyen  de  cette  équation,  les  valeurs  de  A^\  ^/W,  &c. , 
lorsque  A^~>  et  A^l  seront  connus.  En  la  mettant  sous  cette 
forme , 

an* 
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on  en  tirera 


2.r/+ir+5.r/+1;-Ç.{r/+o4+3r/+i;} 


ce  qui  donne  en  supposant  f—  1 


2.2°  + 5. 2  —  ^-.(V  +  3.2; 


2.3a  +  3.5  — l^.(-5a+3.3; 


2.41  +  3.4  — &c. 

On  aura  ainsi  au.  moyen  de  ^  i  —  est  le  rapport  de  la 

force  centrifuge  à  la  pesanteur  sous  l'équateur  ;  ce  rapport  est  -$jt 

en  supposant  donc  successivement,  —  —  20;  —  —  5;  7^~-7' 

1  i 

les  profondeurs  /,  correspondantes  de  la  mer,  seront  — >  — Ji 

1  le  ravon  terrestre  étant  pris  pour  unité.  Cela  posé,  on 
86i,a5  '  J 

trouvera  par  l'analyse  précédente,  que  les  valeurs  correspondantes 
de  a  a  sont , 

f  1,0000  + 20,1862.  a;1 +  io,n64. 
3 1  — i3,io47 . x6— 1 5,4488 .  xs—  7,458i . x"  \ 

««  =  ^--*'-cos-3M  -2,i975. *"-o,45oi.a^-o,o687.*'6 
(  — 0,008:2 .  x' 8 — 0,0008 .  x*° — 0,0001 .  x** 

{1,0000  + 6,1 960.  #'  + 5,2474.ff*  j 
+o,7238.  x*  +  0,0919.  *8  +  o,oo76.*'°  >; 
+  o,ooo4.*ia  ) 
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31     .       „    f  1,0000  4-o,75o4.*s +0,1 566. 1 
«a~—  —  .a-'.cos.V.  {  -       6  ,  „ 

4r3.g  (.-4-0,01 074.0?  +o,ooog.a;  J 

1  1 .  Réunissons  maintenant  les  diverses  oscillations  de  la  mer. 
Celles  de  la  première  espèce,  sont  parle  n°.  6 ,  en  négligeant  la 
densité  de  la  mer  ,  eu  égard  à  celle  de  la  terre  , 

— - — .  (sin,.*.? — '~.  cos.V)  .  (1  +  3.  cos.  al). 
4>3-g 

On  a  vu  que  les  oscillations  de  la  seconde  espèce  sont  nulles  , 
lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  par-tout  la  même  ;  enfin  , 
les  oscillations  de  la  troisième  espèce  ,  sont  exprimées  par 
t  a.  cos.  (2  n  t+  2  "s-  —  2  ■{).  La  somme  de  ces  oscillations  est  la  valeur 
entière  de  ay  ;  on  aura  donc , 

oy  =  — - — .  {sin.V-j.cos.V}  .(  1  -\-o . cos.zQ ) -\-*a.cos.( 2nt+2-*r-24)- 

4  '  'Q 

Si  l'on  suppose  que  L  est  le  soleil ,  que  r  exprime  sa  moyenne 
distance  à  la  terre ,  et  que  m  t  exprime  son  njoyen  mouvement 
sydéral  ■  on  aura  par  la  théorie  des  forces  centrales , 
31     _         ne  3 
4r3.g       ~bg'~n%      .  4.28g.('366,26;i' 
Cette  quantité  est  une  fraction  du  rayon  terrestre  que  nous  avons 
pris  pour  unité  ;  en  la  multipliant  donc  par  le  nombre  de  mètres 
que  ce  rayon  renferme  ,  on  aura 

31 

— —  =  orao,i23i6: 

et  il  faudra  faire  varier  cette  quantité ,  comme  le  cube  du  rapport 
de  la  moyenne  distance  du  soleil  à  la  terre ,  à  sa  distance  actuelle. 

Si  l'on  nomme  e ,  le  rapport  de  la  masse  de  la  lune ,  divisée  par 
le  cube  de  sa  moyenne  distance  à  la  terre ,  à  la  masse  du  soleil, 
divisée  par  le  cube  de  sa  moyenne  distance  ;  on  aura  pour  la  lune , 

3L 
4r3.g 

et  il  faudra  faire  varier  cette  quantité,  comme  le  cube  du  rapport  de 
la  moyenne  distance  de  la  lune  à  sa  distance  actuelle. 

Il  suit  de-là,  que  si  l'on  désigne  par  v  et  4'?  la  déclinaison  et 
l'ascension  droite  de  la  lune  ;  on  aura  en  vertu  de  son  action  réunie 


— —  ses  e.ome,i23i6; 
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à  celle  du  soleil ,  et  lorsque  la  profondeur  /  de  la  mer  est  égale 

à  ,  ou  à  ~  du  rayon  terrestre  7 

S 

uy  —  om%  1 2 3 1 6  .  | I±Ë_p^!  J .  { sin. V— 7.  cos. V + e . sin. V—    . cos. V } 

^1,0000  4-20,l86  ^ 

i+io,n64.x<— i3,to47.x5#  • 

+0™va3i6 J-l5'44*8.x8—  7,4581. x'°l  ^f^^^^^VrfO^Hwl'J 
j— 3,1970.  x'a —  o,45oi  .x'H 
/—0,0687.x16 —  0,0082.0:' 8  \ 
V — 0,0008.x20 — 0,000  î.x"^ 

Nous  verrons  ci-après ,  que  e  =  5 ,  dans  les  moyennes  distances 
du  soleil  et  de  la  lune;  en  supposant  donc  ces  deux  astres  à  ces 
distances,  et  de  plus  en  opposition ,  ou  en  conjonction  dans  le  plan 
de  l'équateur  ;  la  haute  et  la  basse  mer  répondront  au  cas  où  l'angle 
2  „  t + ^4  sera  nul ,  ou  égal  à  2000  ;  on  trouve  ainsi  7m6,34  pour  la 
différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  sous  l'équateur  oùi=i.  Mais 
par  une  singularité  remarquable  ,  la  basse  mer  a  lieu ,  lorsque 
les  deux  astres  sont  dans  le  méridien ,  tandis  que  la  haute  mer 
arrive ,  lorsqu'ils  sont  à  l'horizon;  en  sorte  que  l'océan  s'abaisse  à 
l'équateur ,  sous  l'astre  qui  l'attire.  En  avançant  de  l'équateur  aux 
pôles ,  on  trouve  que  vers  le  dix-huitième  degré  de  latitude  tant 
boréale  qu'australe ,  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  est 
nulle  ;  d'où  il  suit  que  dans  toute  la  zone  comprise  entre  les  deux 
parallèles  de  dix-huit  degrés ,  la  basse  mer  a  lieu  ,  lors  du  pas- 
sage des  astres  au  méridien,  et  qu'au-delà  de  ces  parallèles ,  la  haute 
mer  a  lieu  à  ce  même  instant. 

Dans  le  cas  de  l  égal  à      — ,  ou.  d'une  profondeur  de  la  mer, 

ë 

égale  à  — — - ,  on  trouve 

fi,oooo+6,i96o.xs  ^ 

.       .  a*.g  )+3,2474-^+o,7^8,x6(       /cos.Vcog .(9ntHi<m—aU+e.cosSv',cos.(ant+*<*-2l.') 
t°  '1'!a  o' ^+0,0919. x8+o,oo76.xl0l 

f  -t-o,ooo4-xJ1  ) 

et 
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et  l'on  aura  dans  les  mêmes  suppositions  que  ci-dessus  ,  1  in,e,o5 , 
pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  sous  l'équateur  ;  mais 
ici,  l'instant  de  la  haute  mer,  est  par-tout  celui  du  passage  des 
astres  au  méridien. 

Il1 

Enfin  dans  le  cas  de  l-=  rsK—.,  ou  d'une  profondeur  de  la  mer  , 
double  de  la  précédente ,  on  trouve 

-    n     f  1+3.COS.  2  0) 

;  0™,  12.216.  j  j  .  { sin. V  —  \ .  cos. V  +  e . sin. V—  | e . cos. V } 

Si,oooo-f-o,75o4-a;i  ) 
+  0,1 566. 0^+0,01 574-:r5Ç  .as*.  {cos.V.cos.(W+s^-24>H^os.V.COS.('2;i/+3 tt-s^V} 
+  0,0009  ■ x*  J 

et  l'on  aura  dans  les  mêmes  suppositions  que  ci- dessus ,  ime,9o  pour 
la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer ,  à  l'équateur. 

Si  l'on  augmente  la  profondeur  de  la  mer ,  la  valeur  de  a  y 
diminue;  mais  cette  diminution  a  une  limite,  et  la  valeur  de  a  a 
3L 

se  réduit  bientôt  à  — —  .x".  cos.  V;  on  trouve  alors,  lorsque  les  deux 

astres  sont  en  conjonction  dans  le  plan  de  l'équateur,  ome,g8528, 
pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer ,  à  l'équateur  ;  cette 
quantité  est  donc  la  limite  de  cette  différence. 

12.  La  limite  que  nous  venons  d'assigner,  répond  au  cas  où 
la  mer  prend  à  chaque  instant,  la  figure  d'équilibre  qui  convient 
aux  forces  qui  l'animent.  Dans  cette  hypothèse ,  la  valeur  de  &yy 
peut  se  déterminer  fort  simplement ,  quelles  que  soient  la  loi  de 
profondeur  et  la  densité  de  la  mer.  En  effet,  elle  revient  à  supposer 
dans  l'équation  (2)  du  n°.  1 ,  que  les  mouvemens  de  l'astre  et  de  la 
rotation  de  la  terre  sont  assez  lents,  pour  que  l'on  puisse  négliger 
les  quantités 

(ddu\ 
if)-' 

et  alors  cette  équation  donne  en  l'intégrant , 

a.  V 
uy=  . 

ë 

Mécan.  cir,.  Tome  IL  C 
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La  partie  de-*/'7"'  dépendante  de  l'action  de  l'astre  L,  est  par  le 
n°.  4,  égale  à 


— .  {sin.  V— i. cos. V)  .  Ci  +  3 . cos.  2  9J 

+  77* sin- v'  cos.  f .  sin.  9 .  cos.  3 .  cos.  f  »  t -f  *  —  4 ) 
3L 
"4? 


+  7-3'  cos.  V.  sin. "9 .  cos.  f2  rc*-t-  2  «•  —  24.). 


Supposons  que  la  partie  correspondante  de  *y,  soit  égale  à  cette 
quantité  multipliée  par  une  indéterminée  Q  ;  ce  produit  étant 
de  la  forme       ,  ou  satisfaisant  pour  à  l'équation  aux  dif- 

férences partielles , 


dp-  J        1  —  [a/j. 

la  partie  de  *W  correspondante  à  l'action  de  la  couche  fluide 
dont  le  rayon  intérieur  étant  l'unité,  le  rayon  extérieur  est  i  +  *y, 

sera  par  le  n°.  2,  —.Y»,  ou  ^-.g-.^W;  l'équation  ugy  =  »^\ 
donnera  donc , 


a  y 


3L 


5L 


•  {sin.V—  £.co8,V}  .(1  +5. cos.  2 9; 


.sin.  v. cos. v. sin.  9. cos.  9. cos.  (frcf+w — 4) 


.cos 


V.sin.s9.cos.  C2ra  t+  o-W —  24^- 


Dans  l'hypothèse  que  nous  considérons  ,  si  le  soleil  et  la  lune  sont 
en  conjonction  avec  la  même  déclinaison  •  alors  ,  l'excès  de  la 
haute  mer  relative  à  midi ,  sur  la  basse  mer  qui  la  suit ,  sera 
3L 


af.g 


■H) 


- . (1  +  e) . sin' 9 . cos. lv .  { 1  +  2 . tang. v . cot.9 } , 
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et  l'excès  de  la  haute  mer  relative  à  minuit ,  sur  la  même  basse 
mer,  sera  à  très-peu  près 


1  ? 

3L 


.('i  +  e;.sin.I9.cos.V.  (i— a.tang.f  .cot.  ô}; 


ces  deux  excès  seroient  donc  entre  eux,  dans  le  rapport  de 
i  •+- a.langf.cotJ  à  1  —  a.tang.*>.cot.fl  y  ainsi  pour  Brest  où 
9==460a6'  à-peu-près,  si  les  deux  astres  ont  no"  de  déclinaison 
boréale,  ces  deux  excès  seroient  dans  le  rapport  de  1,7953  à 
0,2047  3  c'est-à-dire  que  le  premier  seroit  environ  huit  fois  plus 
grand  que  le  second.  Suivant  les  observations ,  ces  deux  excès 
sont  peu  différais  l'un  de  l'autre;  l'hypothèse  dont  il  s'agit,  est 
donc  fort  éloignée  de  représenter  sur  ce  point,  les  observations, 
et  l'on  voit  qu'il  est  indispensable  dans  la  théorie  du  flux  et  du 
reflux  de  la  mer  ,  d'avoir  égard  au  mouvement  de  rotation  de  la 
terre ,  et  à  celui  des  astres  attirans. 


Ce  ii 
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CHAPITRE  II. 

De  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers. 

l3.  Nous  avons  observé  dans  le  n°.  2  ,  que  si  la  terre  n'ayant 
point  de  mouvement  de  rotation,  la  profondeur  de  la  mer  est 
constante  ;  l'équilibre  est  stable,  toutes  les  fois  que  la  densité 
moyenne  de  la  terre  surpasse  celle  de  la  mer  :  nous  allons  géné- 
raliser ce  théorème ,  et  faire  voir  qu'il  a  lieu  ,  quels  que  soient  la 
loi  de  profondeur  de  la  mer ,  et  le  mouvement  de  rotation  de  la 
terre. 

Reprenons  les  équations  générales  du  mouvement  de  la  mer , 
données  dans  le  n°.  56  du  premier  Livre  , 

ces  équations  étant  relatives  à  une  molécule  quelconque  de  l'inté- 
rieur ou  de  la  surface  de  la  mer ,  déterminée  par  les  coordonnées 
Q  +  au,  m+a-v  et  r-\-a.s;  r+f-s  étant  le  rayon  mené  du  centre 
de  gravité  de  la  terre ,  à  la  molécule ,  et  g  y'  étant  égal  à  gy—T^'. 

Si  l'on  intègre  l'équation  (5)  depuis  la  surface  du  sphéroïde 
recotivert  par  la  mer  ,  jusqu'à  celle  de  la  mer;  on  aura 

r  et  5'  étant  relatifs  à  la  surface  de  la  mer ,  et  r,  et  s,  se  rapportant 
à  la  surface  du  sphéroïde.  En  représentant  par  y,  la  profondeur 
très-petite  de  la  mer  ,  on  aura  r'  —  r,+y  ;  ce  qui  donne , 
.  s'—  r/ .  s,  =  r/ .  ( s'—  sj  +  2  r,  y  s'  +  y' s'  ; 
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et  par  conséquent,  le  rayon  moyen  de  la  terre,  étant  pris  pour 
unité ,  on  aura  à  très-peu  près  , 


or  on  a 


*s'^*?f*^  (|r) (3^)  » 

u'  et  v'  étant  relatifs  à  la  surface  de  la  mer  ;  on  a  pareillement  j 
ut  et     étant  relatifs  à  la  surface  du  sphéroïde  3  on  a  donc 
partant ,  on  aura  à  très-peu  près  s 

Cette  équation  n'est  pas  restreinte  ,  comme  l'équation  (1)  du  n°.  1 , 
à  la  condition  que  u  et  v  soient  les  mêmes  pour  toutes  les  molé- 
cules situées  sur  le  même  rayon  :  il  est  facile  de  voir  qu'en  remplis- 
sant cette  condition ,  ces  deux  équations  coincident. 

Maintenant  ,  si  l'on  ajoute  l'équation  (6)  multipliée  par 

dr.d^..cU.(^—^j  ,  àl'équation  (7)  multipliée  par  dr.d^.d^.(^-^j  ; 

on  aura  en  l'intégrant  y 

Pour  étendre  les  intégrales,  à  la  masse  entière  du  fluide  ;  il  faut  les 
prendre  depuis  r—rn  jusqu'à  r~r',  depuis  f*  =  —  1  ,  jusqu'à 
//  =  i,  et  depuis  -w~o  ,  jusqu'à  «tstâtfv  En  intégrant  par  rap- 
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port  à  j«,  et  en  observant  que  y'  est  indépendant  de  r,  on  aura 

Aux  deux  extrémités  de  l'intégrale ,  où  //=  —  1  et  [/.  =  1 ,  on  a 

'  \  dt)'      1  —     ~°  '  ^°nC 

0=fy' '.(-^\,dr.  V \ — ^  +  constante; 
et  par  conséquent , 

or  on  a 
partant , 

Pareillement,  si  l'on  intègre  relativement  à  « ,  on  a 

/-/-/    7    fdv\  Afy'N     n,  /dv\   ,  /(  :r  Y  ^  ) 

.  //^•^J-^-J^  \dt}dr-iï-Y      77  f^+const,, 

Aux  deux  extrémités  de  l'intégrale,  où  «  — o,  et  •b-=2  7tj  la 
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râleur  dcy'.Ç  —  ^,  est  la  même ,  puisqu'elle  se  rapporte  à  la 
même  molécule  ;  on  a  donc 

d  v  \ 


partant, 


fy' .  (  —  j .  dr  +  constante  =  o 


V  d-nr 


(lar  • 


or  on  a 


dza 


=fdr- (£2) + (x)  •  (£)  ~  (#)  •  (§)  * 


donc 


et  par  conséquent , 

Le  second  membre  de  cette  équation ,  se  réduit  en  vertu  de  l'équa- 
tion^), au  terme— ffg/.(~^J.di*.dn;  l'équation  (9)  devient 

^r-ffdV'fa'gy'i^y  (10) 

Nous  ferons  abstraction  ici  de  Faction  des  astres,  pour  ne  con- 
sidérer que  l'action  mutuelle  des  molécules  de  la  mer,  et  du 


donc , 


• 
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sphéroïde  terrestre.  La  valeur  de  V  est  alors  due  à  l'attraction 
d'une  couche  aqueuse  dont  le  rayon  intérieur  étant  r ,  le  rayon 
extérieur  est  r'  +  *y  ;  r  étant  à  très-peu  près  égal  à  l'unité.  On  a  vu 
dans  le  n°.  2  ,  que  y  étant  supposé  égal  à 

rw+  r^+r^+Y^+rw+  &c.  ; 

on  a 

y=X  {rw+i.rc)+f.rw+|.r(3)+  &c.}  ; 

or  on  a  généralement , 

lorsque  i  et  ï  sont  des  nombres  différens  ;  on  a  donc 

Par  le  n°.  2,  on  a  F<°>  =  o  ;  l'équation  (10)  devient  donc ,  en  i'ja* 
tégrant  par  rapport  au  temps  t, 

^M-gffd^.^-^.Y^+^i-^  r^)2+^i-^.r^H-&c.  };(n) 

M  étant  une  constante  arbitraire.  Il  est  facile  de  voir  que  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  exprime  à  très-peu  près  ,  la  force 
vive  de  la  masse  fluide ,  en  ne  considérant  que  la  vitesse  relative  de 
ses  molécules  ,  sur  le  sphéroïde  terrestre. 

M  est  une  constante  indépendante  du  temps  t ,  et  qui  dépend  de 
l'état  initial  du  mouvement  de  la  mer  ;  elle  est  très-petite  ,  lorsque 
l'on  suppose  l'ébranlement  primitif  peu  considérable. 

Si  p  est  plus  grand  que  l'unité ,  la  fonction 

-^//^•c?W-|(i-i|r^  +  ^I_l).r^+&c.J3 

sera  constamment  négative;  elle  sera  moindre  que  M ,  puisque 
le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est  nécessairement 
positif  ;  Y^l\  Y^}  &c.  ?  ne  doivent  donc  point  contenir  d'expo- 
nentielles 
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nentielles  croissantes,  ni  d'arcs  de  cercle  ;  d'où  il  suit  que  Y  équi- 
libre de  la  mer  est  stable  ,  si  sa  densité  est  moindre  que  la  densité 
moyenne  de  la  terre. 

1  4.  Si  la  densité  de  la  mer  surpasse  la  moyenne  densité  de  la 
terre;  sa  figure  cesse  d'être  stable  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
On  a  vu  dans  le  n°.  2  ,  que  la  terre  n'ayant  point  de  mouvement 
de  rotation  ,  et  la  profondeur  de  la  mer  étant  constante  ;  on  peut, 
si  p  est  moindre  que  l'unité ,  ébranler  ce  fluide  de  manière  que 
l'équation  de  sa  surface  renferme  le  temps  sous  la  forme  d'expo- 
nentielles croissantes  ;  ce  qui  est  contraire  à  la  stabilité  de  l'équi- 
libre :  la  même  chose  a  généralement  lieu  dans  le  cas  où  la  terre 
ayant  un  mouvement  de  rotation ,  le  sphéroïde  que  recouvre  la 
mer  est  un  solide  de  révolution,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  loi  de 
la  profondeur  de  la  mer. 

Reprenons  l'équation  (11)  dans  laquelle  nous  supposerons  que 
les  valeurs  de  u  et  de  v  sont  à  très-peu  près  les  mêmes  pour  toutes 
les  molécules  situées  sur  le  même  rayon.  Supposons  qu'à  l'origine 

du  mouvement,  on  ait  eu,  J  =  hy.,  (^Çj—o,  o,  =  o. 

Le  fluide  abandonné  ensuite  à  sa  pesanteur  et  à  l'attraction  de  ses 
molécules ,  a  dû  prendre  un  mouvement  composé  d'une  infinité 
d'oscillations  simples ,  telles  que  l'on  a  par  leur  réunion , 

y  =  a.  cos.  (it+  i)  +  a, .  cos.      -f  •  J  +  aa .  cos.  (&+iJ  +  &c.  ; 

a ,  a, ,  cs ,  &c. ,  étant  des  fonctions  de  y..  Les  constantes  i,  i, ,  z2 ,  &c. , 
f,  •,,  r„  &c. ,  doivent  être  telles  qu'à  l'origine  du  mouvement  où 
t  =  o  ,  on  ait  eu  , 

a.  cos.  5  + a,,  cos.  s,  +at.coa.  ss-t-&c.  =  h  y  ; 
ai.  sin.c  -f  a,  i, .  sin.  s,  +  a3  /2.  sin.  t,  +  &c.  ==  o. 

Les  valeurs  correspondantes  de  et  de  sont  par  le  n°.  3, 

de  la  forme 

—  ib.  sin.  (it  +  t)  —  i&Vféa.ftt+tj  —  &c.  ; 
i  a.  cos.  (i  t  + i) + ces.  (j t + 1 J  -f  &c  ; 

et  elles  doivent  se  réduire  à  zéro  ,  lorsque  t  =  o.  Cela  posé  ,  si  l'on 
Mécan.  cÉii.  Tome  II.  J)  (1 


■ 
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substitue  les  valeurs  précédentes,  dans  l'équation  (il)  ;  elle  de- 
viendra, en  l'intégrant  par  rapport  à  r, 

yyy^l^s<;.  -.{cYi-^+ô'}  +fy.d&d*.Z.Ï.{c*(i-lS)-bt}.cos.(2it  +  20 

^ffy.du.d^.^.ur{bbl  +  ccl.(i—^)}.cos.(it  —  ilt^-t  —  il) 
+jfy.d!*.dv.Z.iil.  {cc,(i— f)  —  bb,}. cos.  (it+ij+i  +  tj 

la  caractéristique  s  des  intégrales  finies ,  s'étendant  à  toutes  les 
valeurs  ,  &c.  ; P('>,  P(2),  &c.  ,  sont  les  coefficiens  de  coB.(it+t) 
dans  Y^i  rW,  &c;  P^  ,  P,(s) ,  &c.  ,  sont  les  coefficiens  de 
cos.  (itt+ij  dans  les  mêmes  quantités,  et  ainsi  de  suite.  La  com- 
paraison des  termes  indépendans  de  t,  dans  cette  équation ,  donné 

//^.£,s{^fl-^  +  6-}  =  ^//^.,.{(a-i).BoH(1-i).P«-+&,];( 

on  a  ensuite , 

//^.,•..!C•.o-fl.>i•}=-^■/7il^•-{('-;)•^'l','+('-è)■pl•,•+&c•^(,4 

car  le  fluide  peut  avoir  séparément ,  chacune  des  oscillations  sim- 
ples relatives  aux  coefficiens  »,  i„  kc. ,  puisqu'en  substituant  pour 
et  (J^y  leurs  valeurs  précédentes,  dans  les  équations  (A) 

et(B)  du  n°.  5 ,  les  termes  affectés  de  sin.  (it+O  et  de  cos.  (it+ t), 
doivent  se  détruire  séparément  ;  or  en  ne  considérant  que  l'oscil- 
lation relative  à  l'angle  it+t,  et  supposant  nuls  tous  les  termes 
relatifs  aux  autres  angles  ;  l'équation  (12)  donne  ,  en  comparant  les 
coefficiens  de  cos.  (3  it+  2 1),  l'équation  (i4);  on  a  donc  en  rassem- 
blant toutes  les  équations  semblables  à  cette  dernière  équation , 
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Si  l'on  retranche  cette  équation  ,  de  l'équation  (i5)  ;  on  aura 

A  l'origine  du  mouvement,  on  a  par  la  supposition  ,y  —  Y^'^  ~  hp; 

/ du\  ( dv\  .  .  . 

I^J  =  o,  f  —  )—o;  l'équation  (11)  donne  ainsi , 
partant, 

ffy.dp.d*.  {  W  +  i*b;  +  &c  }  =  f  »  g.  (1—  ^ .  h\ 

Si  p  est  moindre  que  l'unité,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
la  densité  de  la  mer  surpasse  la  moyenne  densité  de  la  terre ,  le 
second  membre  de  cette  équation  est  négatif  ;  le  premier  membre 
est  donc  pareillement  négatif ,  ce  qui  est  impossible,  tant  que 
ts%  &c,  sont  positifs  :  ainsi  dans  ce  cas  ,  quelqu'une  de  ces  quan- 
tités est  négative  ,  et  par  conséquent,  l'expression  dey  renferme 
des  exponentielles ,  et  l'équilibre  n'est  point  stable. 


Dd  a. 


2i2         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 


CHAPITRE  III. 

De  la  manière  d'avoir  égard,  dans  la  théorie  du  flux  et  du 
reflux  de  la  mer  ,  aux  diverses  circonstances  qui ,  dans 
chaque  port ,  influent  sur  les  marées. 

ou  s  avons  supposé  dans  le  premier  Chapitre,  que  la  terre 
est  un  solide  de  révolution ,  et  nous  avons  déterminé  dans  cette 
hypothèse  ,  les  oscillations  de  la  mer  :  rapprochons -nous  de  la 
nature ,  en  donnant  à  la  terre,  une  figure  quelconque.  Dans  ce  cas , 
les  inégalités  de  la  première  espèce,  seront  en  vertu  des  résistances 
que  la  mer  éprouve,  les  mêmes  que  nous  avons  déterminées  dans 
le  n°.  7.  Relativement  aux.  inégalités  de  la  seconde  et  de  la  troisième 
espèce ,  la  valeur  dey  sera  formée  d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  proportionnels  au  temps  l,  et  en  nommant  it}  un  de  ces 
angles ,  on  aura 

y  —  F.  cos.  i  t4-  G.  sin.  it  ; 
gy'  —J^'  =  F',  cos.  it+  G',  sin.  it  ; 
u  =  H. cos.  it-\-K. sin.  i  t  ; 
v  =  P. cos.  it+Q.s'm.  it. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (si)  et  (B)  du  n°.  3, 
donneront  les  sis  équations  suivantes  ,  en  comparant  les  coefficiens 
des  sinus  et  des  cosinus  de  i  t , 

i1.  II  +  ani.p.  V \—  i?.  Q  =  —  (^~)'  ^1— ^s  ; 

/  dG'\ 

i\K — anùft.  V 1—  i*.P  =  —  (—  j.l/i— f?; 

.  /  dF'\ 

(.i—tf)ù\P—zni.t*.V\—p\K={—U 

(î-^).i'.  Q+â»i  ,/*. V  1— 7* •  H  =  ; 
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\  dp.  J       \  dur  ) 

Il  est  facile  d'en  conclure  , 

/dF'\  ^  i  -Jin  /dG'\ 

\dpj'  ^         i  ',''Xj^tr'/ 


/dG'\    ^  •     zn  /dF'\ 

\dy.J  ^        i    ^    \di-r  J 

K=   

/dF'\      ->.n       ,        ^  /dG'\ 

(i-H*).(i>  —  4n*n*) 
/dG'\     ara       ,  /dF'\ 

ce  qui  donne , 

_  (ddF'\  fddF'\ 

i*— 4«>2  (i—iJ.*).(i"~—4n*iS) 
(     {y.(i-h*)\  )  (dy\  (dF'X 

'        if*        VyW    Ci— 4«>2 


i*— 4«>a  \dy.J  i  '  C  dp 
Eu  changeant  dans  cette  équation  ,  F  en  G,  F'  en  G'  et  récipro- 
quement, et  en  changeant  le  signe  des  termes  multipliés  pard- 
on aura  une  nouvelle  équation  entre  G,  G',  F',  qui  combinée 
avec  celle-ci ,  déterminera  F  et  G. 
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On  peut  au  moyen  de  ces  équations  ,  déterminer  généralement 
la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer ,  qui  rend  les  oscillations  de  la 
seconde  espèce,  nulles  pour  tous  les  lieux  de  la  terre.  En  effet, 
relativement  à  ces  oscillations  ,  i  étant  très-peu  différent  de  n  , 
on  peut  supposer  i  —  n,  dans  les  équations  précédentes.  De  plus  , 
F  et  G  étant  nuls  par  la  supposition ,  les  valeurs  de  F'  et  de  G', 

sont  par  le  n°.  7,  M.^.  V 1— cos.  v ,  et  — M. p.  V \ — pf.nm.Qrj 
M  étant  une  fonction  de  t,  indépendante  de  p  et  de  *r.  En  subs- 
tituant ces  valeurs  ,  dans  l'équation  précédente  entre  F,  F'  et  G  ; 
on  trouvera 


(dy\  . 


L'équation  entre  G,  G'  et  F'%  donnera 


/dy\     /  1 — -  1 

o=  sin.-s-.l ~j\y  X.  1  — ^  ~ - 


COS.' 


d'où  l'on  tire ,  (^f^j  =0  j  (jî~j  ~°>  et  Par  conséquent ,  y  égal  à 

une  constante.  Les  oscillations  de  la  seconde  espèce ,  ne  peuvent 
donc  disparaître  pour  toute  la  terre  ,  que  dans  le  seul  cas  où  la 
profondeur  de  la  mer  est  constante. 

Si  les  oscillations  de  la  troisième  espèce  sont  nulles  pqur  toute 
la  terre ,  F  et  G  sont  nuls  relativement  à  ces  oscillations ,  et  l'on  a 
par  le  n°.  g  , 

F'  =  N.(\— p'J.cos.       ;        G'  =  —  N.(i—n1).sin.-2ir; 

N  étant  une  fonction  de  t ,  indépendante  de  y.  et  de  w.  On  peut  dé- 
plus, supposer  à  très-peu  près,  i=2.n;  cela  posé,  l'équation 
entre  F,  F'  et  G',  donnera 


2  7  .COS.  2  « 

0=   '  +  f*.(  3 —  J.ÇOS.  2'BÉ  + 


i— [t*  \d&/  ' 

l'équation  entre  G  ,  G'  et  F',  donnera 


0=   +        -r—  I.S111.  2  «■  ■ 
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d'où  l'on  tire  (-—]  =  o ,  et 


2y 

 r  +  i" 


Cette  dernière  équation  donne  en  l'intégrant , 
#  A.(i  — 

^  étant  une  constante  arbitraire.  Suivant  cette  valeur  de  y ,  la 
profondeur  de  la  mer  seroit  infinie,  lorsque  ^  =  o,  ou  à  l'équa- 
teur ,  ce  qui  ne  peut  pas  être  admis  ;  il  n'y  a  donc  aucune  loi 
admissible  de  profondeur  de  la  mer ,  qui  puisse  rendre  nulles  pour 
toute  la  terre  ,  les  oscillations  de  la  troisième  espèce. 

La  rapidité  du  mouvement  angulaire  de  rotation  de  la  terre , 
relativement  au  mouvement  angulaire  du  soleil  et  de  la  lune,  per- 
mettant de  supposer  i  —  dans  les  oscillations  de  la  seconde 
espèce,  et  i  —  2n,  dans  les  oscillations  de  la  troisième  espèce;  il 
est  facile  de  conclure  de  l'analyse  précédente  ,  et  des  nos.  6,  8  et  g, 
que  si  l'on  marque  d'un  trait,  pour  la  lune  ,  les  quantités  L,  v , 
4  et  r,  que  nous  supposerons  se  rapporter  au  soleil;  l'élévation  «y, 
d'une  molécule  de  la  surface  de  la  mer ,  au-dessus  de  la  surface 
d'équilibre  qui  auroit  lieu  sans  l'action  de  ces  deux  astres,  est  à 
fort  peu  près  de  la  forme , 

+  sf.[^-.sin.p  cos.*\Cos.f nt-\-ts^-\^£)-\-%^.  sin.t>'.cos.i/.cos.f/z;+ ■#-'.[. 
(_  r3  r 0 

(  L  L'  "1 

+  B.\  — .  cos.V.cos.af nt+^"4-^)-ï--r .cos.*p'.cos.2(  nt+<v~l'-h)  J 
l  •  *  T  ) 

^4 ,  B  ,  €  et  *  étant  des  fonctions  de  et  de  dépendantes  de  la  loi 
de  la  profondeur  de  la  mer.  La  généralité  de  cette  forme,  embrasse 
un  grand  nombre  de  variétés  des  phénomènes  des  marées  ,  qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  les  diflerens  ports.  Lorsque  la  terre  est  un 
solide  de  révolution ,  il  résulte  des  n°\  7  et  9,  que  l'instant  du 
maximum  ou  du  minimum  des  oscillations  de  la  seconde  et  de  la 
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troisième  espèce,  est  le  même  que  celui  du  passage  de  l'astre  qui 
les  produit,  au  méridien;  mais  on  voit  par  la  formule  précédente, 
que  dans  le  cas  général  d'une  profondeur  quelconque  ,  ces  instans 
peuvent  être  fort  différens ,  et  les  heures  des  marées  peuvent  être 
très -variables  d'un  port  à  l'autre,  conformément  à  ce  que  l'on 
observe. 

Dans  plusieurs  ports,  les  oscillations  delà  seconde  espèce,  peu- 
vent être  insensibles,  tandis  que  dans  d'autres  ports  ,  on  ne  remar- 
quera point  les  oscillations  de  la  troisième  espèce.  Mais  suivant  la 
formule  précédente,  les  maxima  ou  minima  de  ces  oscillations, 
suivroient  d'un  même  intervalle  ,  les  passages  de  leurs  astres  res- 
pectifs, au  méridien  ,  puisque  les  quantités  S  et  a  sont  les  mêmes 
relativement  à  chacun  des  deux  astres;  or  nous  verrons  dans' la 
suite,  que  ce  résultat  est  contraire  aux  observations;  ainsi  quel- 
qu'étendue  que  soit  la  formule  précédente,  elle  ne  satisfait  pas 
encore  à  tous  les  phénomènes  observés.  L'irrégularité  de  la  profon- 
deur de  l'océan,  la  manière  dont  il  est  répandu  sur  la  terre,  la 
position  et  la  pente  des  rivages,  leurs  rapports  avec  les  côtes  qui 
les  avoisinent ,  les  courons.,  les  résistances  que  les  eaux  éprouvent, 
toutes  ces  causes  qu'il  est  impossible  de  soumettre  au  calcul  ,  mo- 
difient les  oscillations  de  cette  grande  masse  fluide.  Nous  ne  pou- 
vons donc  qu'analyser  les  phénomènes  généraux  qui  doivent  résul- 
ter des  attractions  du  soleil  et  de  la  lune ,  et  tirer  des  observations, 
les  données  dont  la  connoissance  est  indispensable  ,  pour  com- 
pletter  dans  chaque  port,  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la 
mer,  et  qui  sont  autant  d'arbitraires  dépendantes  ded'étendue  de 
la  mer,  de  sa  profondeur,  et  des  circonstances  locales  du  pont- 

16.  Envisageons  sous  ce  point  de  vue  général  ,  la  théorie  des 
oscillations  de  l'océan ,  et  sa  correspondance  avec  les  observations. 
On  peut  considérer  la  mer  ,  comme  un  système  d'une  infinité  de 
molécules  qui  réagissent  les  unes  sur  les  autres ,  soit  par  leur 
pression  ,  soit  par  leur  attraction  mutuelle  ,  et  qui  de  plus  ,  sont 
animées  par  la  pesanteur,  et  par  les  forces  attractives  du  soleil  et 
de  la  lune.  Sans  l'action  de  ces  deux  dernières  forces ,  la  mer  seroit 
depuis  long-temps  en  équilibre  ;  la#loi  de  ces  forces  doit  donc  en 
régler  les  mouvemens. 

Pour 
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Pour  avoir  les  forces  attractives  du  soleil  et  de  la  lune  ,  sur  une 
molécule  de  la  surface  de  la  mer,  déterminée  par  les  coordon- 
nées R,  s  et  8,  R  étant  le  rayon  mené  du  centre  de  la  terre  à 
la  molécule  ;  nommons  a  V\  la  fonction 

~~T~ •  {  [sin.  v.cos,  Û  +  cos.t'.sin.  S.cos.  (nt+™ — 4-)Y — j} 
31.'. K» 

+  -  ,3   .  {  [sin.  v  .  cos.  0  +  cos.  p' .  sin.  9 .  cos.  (n  t + v  *m  j  }  f 

la  somme  des  forces  lunaire  et  solaire,  décomposées  suivant  le 

rayon  terrestre,  sera  *'(~[ft^J>  ou  2  st. en  faisant  H=i,  après 

la  différentiation.  La  somme  de  ces  forces  décomposées  perpen- 
diculairement au  rayon  terrestre ,  et  dans  le  plan  du  méridien  de  la 

molécule ,  sera  **{~rr\i  enfin  la  somme  des  mêmes  forces  déeom- 

posées  perpendiculairement  au  plan  de  ce  méridien ,  sera  — \ ^  . 

Ces  expressions  sont  très-approchées  pour  le  soleil ,  à  cause  de  sa 
grande  distance  à  la  terre  ,  qui  rend  insensibles  ,  les  termes  mul- 
tipliés par  — .  Elles  sont  moins  exactes  pour  la  lune  ;  mais  les 

phénomènes  des  marées  ,  ne  m'ont  ri  en  fait  appercevoir  qui  puisse 

U 

dépendre  des  forces  de  l'ordre  —  :  peut-être ,  des  observations  plus 

exactes  et  plus  nombreuses  que  celles  qui  ont  été  faites ,  rendront 
sensibles  ,  les  effets  de  ces  forces. 

Ne  considérons  d'abord  que  l'action  du  soleil,  et  supposons  qu'il 
se  meuve  dans  le  plan  de  l'équateur ,  uniformément  et  toujours  à 
la  même  distance  du  centre  de  la  terre  :  les  trois  forces  précédentes 
deviennent , 
5  L 

— -'.  {sin.'ô — 4  +  sin.ï9.cos.f 2nt+2^  —  2-40) ; 
2  r 

— j.sin.  9. cos.  5.  {i  +  cos.  (2  nt  +  zn — 2-^)}  ;  [^i) 

3L    ■    *  , 
— — .  sm.  9 .  sm.  (ïnt+w  —  %-\). 

M£can,  ckl.  Tome  II.  E  e 
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En  vertu  des  seules  forces  constantes,  — .  (sin.'S  —  f)  et 

*     o  1-3       <■  3  J 

— .sm.  ô.cos.  0,  la  mer  finiroit  par  être  en  équilibre  •  ces  forces 

ne  font  donc  qu'altérer  un  peu  la  figure  permanente  qu'elle  prend 
en  vertu  du  mouvement  de  rotation.  Mais  les  trois  parties  variables 
des  forces  précédentes  doivent  exciter  dans  l'océan ,  des  oscilla- 
tions dont  nous  allons  déterminer  la  nature. 

Ces  forces  redeviennent  les  mêmes  à  chaque  intervalle  d'un 
demi -jour;  or  on  peut  établir  comme  un  principe  général  de 
dynamique,  que  l'état  d'un  système  de  corps,  dans  lequel  les 
conditions  primitives  du  mouvement  ont  disparu  par  les  résistances 
qu'il  éprouve  ,  est  périodique ,  comme  les  forces  qui  l'animent; 
l'état  de  l'océan  doit  donc  redevenir  le  même  ,  à  chaque  intervalle 
d'un  demi-jour,  en  sorte  qu'il  doit  y  avoir  un  flux  et  un  reflux 
dans  cet  intervalle. 

Pour  le  faire  voir  par  un  raisonnement  qui  peut  s'appliquer  à 
tous  les  cas  semblables  ,  supposons  qu'à  un  instant  quelconque  a , 
la  hauteur  de  la  mer  dans  un  port  ait  été  h,  et  qu'elle  soit  rede ve- 
nue la  même,  après  les  intervalles/^,  /W,   'ff)\  &c, 

comptés  de  l'instant  a;  a+f^  est  l'instant  où  la  hauteur  de  la  mer 
étoit  h,  après  le  nombre  i  de  ces  intervalles  ;  si  l'on  suppose  i  très- 
grand  ,  cet  instant  ne  dépendra  point  des  conditions  de  mouve- 
ment, qui  ont  eu  lieu  à  l'instant  a  que  nous  prendrons  pour  celui 
de  l'origine  du  mouvement  ;  car  toutes  ces  conditions  ont  dû 
bientôt  disparoître  par  les  frottemens  et  les  résistances  de  tout 
genre ,  que  la  mer  éprouve  dans  ses  oscillations  ;  en  sorte  que  le 
mouvement  de  la  mer  finissant  par  n'en  plus  dépendre,  et  par  se 
rapporter  uniquement  aux  forces  qui  la  sollicitent ,  il  est  impos- 
sible de  connoître  l'état  primitif  de  la  mer,  par  son  état  présent. 

Imaginons  maintenant,  qu'à  l'instant  a  plus  un  demi -jour  , 
toutes  les  conditions  du  mouvement  de  la  mer  aient  été  les  mêmes 
qu'elles  étoient  dans  le  premier  cas ,  à  l'instant  a.  Puisque  les  forces 
solaires  sont  les  mêmes  et  varient  de  la  même  manière  dans  les 
deux  cas  ;  il  est  clair  que  dans  le  second  cas ,  les  intervalles  suc- 
cessifs après  lesquels  la  hauteur  de  la  mer  sera  h ,  en  partant  de 
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l'instant  a  plus  un  demi-jour ,  seront  comme  dans  le  premier  cas , 
f{l\f^\  f{3) ,  &c.  ■  en  sorte  qu'à  l'instant  a  +/W  +  un  demi-jour ,  la 
hauteur  de  la  mer  sera  h  ;  mais  puisque  i  étant  fort  grand  ,  l'état 
actuel  de  la  mer  est  indépendant  de  tout  ce  qui  a  rapport  à  l'ori- 
gine du  mouvement  ;  il  est  visible  que  l'instant  a  un  demi- 
jour,  doit  coincider  avec  quelques-uns  des  instans  où  la  hauteur 
de  la  mer  est  h  dans  le  premier  cas  ;  on  doit  donc  avoir , 

a        4-  un  demi- jour  =  a  -\-f(i+r)  • 
r  étant  un  nombre  entier  ;  partant 

fli+')—f,i)  ~  un  demi-jour  ; 
d'où  il  suit  que  l'état  de  la  mer  redevient  le  même  ,  après  l'inter- 
valle d'un  demi-jour. 

Il  est  vraisemblable  qu'en  supposant  la  mer  entière  ébranlée  pav 
une  cause  quelconque,  les  résistances  qu'elle  éprouve,  anéanti- 
roient  l'effet  de  cette  cause ,  dans  l'intervalle  de  quelques  mois, 
de  manière  qu'après  cet  intervalle,  les  marées  reprendroient  leur 
état  naturel.  On  peut  juger  par-là,  du  peu  d'influence  des  vents 
qui,  quelque  violens  qu'Assoient,  ne  sont  que  locaux  et  n'ébran- 
lent que  la  superficie  des  mers.  Ainsi ,  en  prenant  le3  résultats 
moyens  d'un  grand  nombre  d'observations  continuées  pendant 
plusieurs  années  ,  ces  résultats  représenteront  à  très-peu  près , 
l'effet  des  forces  régulières  qui  agissent  sur  l'océan. 

Imaginons  une  droite  dont  les  parties  représentent  le  temps ,  et 
sur  cette  droite  ,  comme  axe  des  abscisses ,  concevons  une  courbe 
dont  les  ordonnées  expriment  les  hauteurs  de  la  mer;  la  partie  de 
la  courbe ,  correspondante  à  l'abscisse  qui  représente  un  demi-jour , 
déterminera  la  courbe  entière  qui  sera  formée  de  cette  partie 
répétée  à  l'infini.  Ainsi  l'intervalle  entre  deux  pleines  mers  consé- 
cutives, sera  d'un  demi-jour,  comme  l'intervalle  entre  deux  basses* 
mers  consécutives. 

1  y .  Déterminons  cette  courbe ,  et  pour  cela ,  concevons  un 
second  soleil  L,  parfaitement  égal  au  premier,  et  mû.  de  la  même 
manière ,  dans  le  plan  de  l'équateur ,  avec  la  seule  différence  qu'il 


précède  le  premier  dans  son  orbite  ,  de  l'angle  n't,  n'  étant  égal 

d-\. 
dt' 


*  ,  d^ 

a  n  —  m,  et  m  étant  égal  à  -— .  On  aura  les  forces  relatives  à  ce 

dt 


Ee 
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nouveau  soleil ,  en  changeant  dans  l'expression  des  forces  varia- 
bles qui  agitent  la  mer  ,  et  que  nous  avons  donnée  dans  Le  n°.  pré- 
cédent, 4  dans  4+n'T.  Ces  nouvelles  forces  ajoutées  aux  précé- 
dentes ,  produiront  les  suivantes , 

3  L  f 
— .  sin.*  9 .  {  cos.f  aref  +        24 ;  +  cos.  ( znt+  2^—2\—2n!T)  }  ; 

s.  r3  .  ,  ,  • 

- — .sin.Ô.cos.ô.{cos/2rc£+2w— 24^+cos.C2rc£+2*— 24— zn'T)}} 

 .  sin.  9 .  {  sin.  (2  nt-b  2™ — 24 )  +  sin.  ( 2nt+  nv — 24  —  2?i'T)  } . 

ar3 

Si  l'on  fait  L,—  2  Z-.cos.reT/  ces  trois  forces  se  réduisent  aux 
suivantes , 

3  L 

— -.sin.2 9. cos.  (<2nt-\-2*r — 24  —  n'T)  ; 

2  r3  < 

- — ■ .  sin.  9 .  cos.  9 .  cos.  (2  n  t  +  2  v  —  24  —  n'T), 

2T3 

3  L  r 

 j.sin.  9.  sin.('2  7z£+2'3r — 24 — « 

Ces  dernières  forces  produisent  un  flux  et  un  reflux  semblable  à 
celui  qu'exciteroit  l'astre  L  ,  si  sa  masse  se  changeoit  en  L, ,  et  si 
l'on  diminuoit  de  {  T,  le  temps  t ,  dans  les  forces  du  n°.  précédent  ; 
en  nommant  donc  y"  l'ordonnée  de  la  courbe  des  hauteurs  de  la 

L  .y"  , 

mer,  correspondante  à  l'abscisse  t—±T,  on  aura— —,  pour  la 

hauteur  de  la  mer  produite  par  les  trois  forces  précédentes. 

Cette  hauteur  est  par  la  nature  des  oscillations  très-petites,  la 
somme  des  hauteurs  de  la  mer ,  dues  aux  actions  des  deux  soleils  L; 
car  on  sait  que  le  mouvement  total  d'un  système  agité  par  de  très- 
petites  forces ,  est  la  somme  des  inouvemens  partiels  que  chaque 
force  lui  eût  imprimés  séparément  :  c'est  ainsi  que  des  ondes  légères 
excitées  dans  un  bassin  ,  se  superposent  les  unes  aux  autres , 
comme  elles  se  seroient  disposées  séparément  sur  la  surface  de  l'eau 
tranquille.  Cela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  oscillations  très- 
petites  sont  données  par  des  équations  différentielles  linéaires  , 
dont  les  intégrales  complètes  sont  la  somme  de  toutes  les  intégrales 
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partielles  qui  y  satisfont.  Soit  donc  y  l'ordonnée  de  la  courbe  des 
hauteurs  de  la  mer,  correspondante.au  temps  t,  et  y'  l'ordonnée 
correspondante  au  temps  *  —  T;  y  +y'  sera  la  somme  de  ces  hau- 
teurs ;  on  aura  par  conséquent , 

y+y'  =  ^~-  f  (o) 

Maintenant,  si  l'on  développe  y'  et  y",  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  puissances  deT";  on  aura ,  en  négligeant  les  puissances 
supérieures  au  quarré  ,  • 

dy      T*  dy 

y  ===y-T-dt  +  ~''d7} 

y  =y->T'Tt+-j--  dr 

On  a  de  plus  , 

ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (o),  donnent  ,; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

y  =   «  cos.  (2  nt-\-      — 24  —  2aJ). 

T3  Wifii  r.'Zîil  , 'Jj:   j  ' 

B  et  x  étant  deux  arbitraires  dont  la  première  dépend  de  la  gran- 
deur de  la  marée  totale  dans  le  port ,  et  dont  la  seconde  dépend  de 
l'heure  de  la  marée  ,  ou  du  temps  dont  elle  suit  le  passage  du  soleil 
au  méridien. 

Cette  expression  de  y  donne  la  loi  suivant  laquelle  la  mer  s'élève 
et  s'abaisse.  Concevons  un  cercle  vertical  dont  la  circonférence 
représente  un  intervalle  d'un  demi-jour,  et  dont  le  diamètre  soit 
égal  à  la  marée  totale  ,  c'est-à-dire  ,  à  la  différence  des  hauteurs 
de  l'a  pleine  et  de  la  basse  mer;  supposons  que  les  arcs  de  cette 
circonférence,  en  partant  du  point  le  plus  bas ,  expriment  les  temps 
écoulés  depuis  la  basse  mer;  les  sinus  verses  de  ces  arcs  ,  seront  les 
hauteurs  de  la  mer,  qui  correspondent  à  ces  temps. 

Cette  loi  s'observe  exactement  au  milieu  d'une  mer  libre  de  tous 
côtés  ;  mais  dans  nos  ports ,  les  circonstances  locales  en  éloignent 
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un  peu  les  marées  ;  la  mer  y  emploie  un  peu  plus  de  temps  à  des- 
cendre qu'à  monter ,  et  à  Brest ,  la  différence  de  ces  deux  temps  est 
d'environ  dix  minutes. 

Plus  une  mer  est  vaste,  plus  les  phénomènes  des  marées  doivent 
être  sensibles.  Dans  une  masse  fluide ,  les  impressions  que  reçoit 
chaque  molécule,  se  communiquent  à  la  masse  entière  ;  c'est  par-là 
que  l'action  du  soleil ,  qui  est  insensible  sur  une  molécule  isolée, 
produit  sur  l'océan,  des  effets  remarquables  ;  et  c'est  la  raison  pour 
laquelle  le  flux  et  le  reflux  sont  insensibles  dans  les  lacs  et  dans 
les  petites  mers  ,  telles  que  la  mer  Noire  et  la  mer  Caspienne. 

On  a  vu  dans  le  u°.  10  ,  la  grande  influence  de  la  profondeur 
de  la  mer  ,  sur  la  hauteur  des  marées.  Les  circonstances  locales  de 
chaque  port ,  peuvent  faire  varier  considérablement  celte  hauteur. 
Les  ondulations  de  la  mer,  resserrées  dans  un  détroit,  peuvent 
devenir  fort  grandes  ;  la  réflexion  des  eaux  par  les  côtes  opposées, 
peut  les  augmenter  encore  :  c'est  ainsi  que  les  marées  généralement 
fort  petites  dans  les  isles  de  la  mer  du  sud ,  sont  très -considérables 
dans  nos  ports. 

Si  l'océan  recouvroit  un  sphéroïde  de  révolution,  et  s'il  n'éprou- 
voit  point  de  résistance  dans  ses  mouvemens  ;  l'instant  de  la  pleine 
mer  seroit  celui  du  passage  du  soleil  au  méridien  supérieur  ou 
inférieur  ;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  nature  ,  et  les  circons- 
tances locales  font  varier  considérablement  l'heure  des  marées  dans 
des  ports  même  fort  voisins.  Pour  avoir  une  juste  idée  de  ces 
variétés,  imaginons  un  large  canal  communiquant  avec  la  mer, 
eû  s'avançant  fort  loin  dans  les  terres.  Il  est  visible  que  les  ondula- 
tions qui  ont  lieu  à  son  embouchure  ,  se  propageront  successive- 
ment dans  toute  sa  longueur ,  en  sorte  que  la  figure  de  sa  surface 
sera  formée  d'une  suite  de  grandes  ondes  en  mouvement,  qui  se 
renouvelleront  sans  cesse  ,  et  qui  parcourront  leur  longueur,  dans 
l'intervalle  d'un  demi-jour.  Ces  ondes  produiront  à  chaque  point 
du  canal ,  un  flux  et  un  reflux  qui  suivront  la  loi  précédente  ; 
mais  les  heures  du  flux  retarderont  à  mesure  que  les  points  seront 
plus  éloignés  de  l'embouchure.  Ce  que  nous  disons  d'un  canal , 
peut  s'appliquer  aux  fleuves  dont  la  surface  s'élève  et  s'abaisse  par 
des  ondes  semblables ,  malgré  le  mouvement  contraire  de  leurs 
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eaux.  On  observe  ces  ondes ,  dans  toutes  les  rivières ,  près  de 
leur  embouchure;  elles  se  propagent  fort  loin,  dans  les  grands 
fleuves ,  et  au  détroit  du  Pauxis ,  dans  la  rivière  des  Amazones  , 
à  quatre-vingts  myriamètres  de  distance  à  la  mer,  elles  sont  encore 
sensibles. 

1 8.  Considérons  présentement  l'action  de  la  lune,  et  supposons 
que  cet  astre  se  meut  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur.  Il 
est  clair  qu'il  doit  exciter  dans  l'océan  ,  un  flux  et  un  reflux  sem- 
blable à  celui  qui  résulte  de  l'action  du  soleil  :  les  deux  flux  par- 
tiels produits  par  les  actions  de  ces  astres,  se  combinent  sans  se 
troubler  mutuellement ,  et  leur  combinaison  produit  le  flux  com- 
posé que  nous  observons  dans  nos  ports.  Cela  posé ,  en  marquant 
d'un  trait  pour  la  lune,,  les  quantités  Z,  r,  4,  a,  B,  relatives  à 
l'action  du  soleil  ;  la  hauteur  de  la  mer  due  à  l'action  de  la  lune, 
sera  exprimée  par  la  fonction 
B'.U 

,3  •  cos.  (a  n  t+  2  it —  2^'  —  a/J, 

B'  et  a'  étant  deux  nouvelles  arbitraires  ;  la  hauteur  entière  y  de  la 

mer  ,  due  aux  actions  réunies  du  soleil  et  de  la  lune ,  sera  donc, 

B  L  b'  L' 

y  =  —  •  cos.(ant+  2^-24— 2a;  +  ~~,  cos.  (a  nt+  a»— 24.'—  2  a';. 

On  voit  par  cette  formule,  que  la  hauteur  des  marées  doit  varier 
considérablement  avec  les  phases  de  la  lune.  Cette  hauteur  est 
la  plus  grande  ,  lorsque  les  deux  cosinus  cle  l'expression  de  y 
sont  égaux  à  l'unité,  et  alors,  elle  est  la  somme  des  quantités 
B.L,       B' .L' 

et  "/s- •  Elle  est  la  plus  petite  ,  lorsque  le  cosinus  affecté  du 
plus  grand  coefficient ,  étant  1 ,  l'autre  cosinus  est  —  1  ;  et  alors, 

elle  est  égale  à  la  différence  des  deux  quantités  précédentes.  Si  — 

.   B.L'  ri 
surpassoit  le  maximum  et  le  minimum  de  cette  hauteur  , 

auroient  lieu  ,  lorsque  le  premier  cosinus  seroit  j  ;  et  par  consé- 
quent ,  ils  arriveraient  à  la  même  heure  du  jour.  Mais  si  -B''L 

.  B.L  r'3 
surpassoit  —,  la  plus  petite  marée  auroit  lieu,  lorsque  le  pre~ 


o 
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mier  cosinus  seroit  —  1 ,  ou  à  l'instant  de  la  basse  mer  solaire  ; 
l'heure  de  cette  marée  seroit  donc  à  un  quart  du  jour  de  distance  de 
l'heure  de  la  plus  grande  marée.  Voilà  donc  un  moyen  simple  de 

B  L       B'  U 

reconnoître  laquelle  des  deux  quantités  -~-  et  -— ,  est  la  plus 

grande.  Toutes  les  observations  faites  dans  nos  ports ,  concourent 
à  faire  voir  que  la  seconde  surpasse  la  première. 

Les  constantes  arbitraires  B,B',k  et  a',  donnent  lieu  à  plusieurs 
remarques  importantes.  Si  l'on  avoit  *  =  la  plus  grande  marée 
auroit  lieu  au  moment  de  la  pleine  ou  de  la  nouvelle  lune ,  et 
la  plus  petite  marée  arriverait  au  moment  de  la  quadrature.  En 
effet ,  au  moment  de  la  plus  grande  marée  ,  les  deux  angles 
p.fafHH*r-$— *J  et  a.(nt+<*—  4'  —  K')  sont  égaux  à  zéro,  ou 
à  un  multiple  de  la  circonférence  ;  leur  différence  est  pareillement 
nulle ,  ou  multiple  de  la  circonférence;  ce  qui  dans  le  cas  de  k  =  k, 
suppose  la  lune  en  conjonction  ou  en  opposition  au  soleil.  Suivant 
les  observations  faites  dans  nos  ports  ,  la  plus  grande  marée  suit 
d'environ  un  jour  et  demi ,  la  nouvelle  ou  la  pleine  lune  ;  en  sorte 
que  4  est  positif  et  égal  au  mouvement  synodique  de  la  lune, 
pendant  un  jour  et  demi  ;  a'— a  est  donc  négatif,  et  par  consé- 
quent a  surpasse  a', 

On  aura  une  juste  idée  de  ce  phénpmène ,  en  imaginant ,  comme 
ci-dessus,  un  large  canal  communiquant  avec  la  mer,  et  s'avan- 
çant  fort  loin  dans  les  terres ,  sous  le  méridien  de  son  embouchure. 
Si  l'on  suppose  qu'à  cette  embouchure  ,  la  pleine  mer  a  lieu  à 
l'instant  même  du  passage  de  l'astre  au  méridien  ,  et  qu'elle  em- 
ploie vingt  et  une  heures  à  parvenir  à  son  extrémité  ;  il  est  visible 
qu'à  ce  dernier  point ,  la  marée  solaire  suivra  d'une  heure ,  le 
passage  du  soleil  au  méridien  ;  mais  deux  jours  lunaires  formant 
ai°«»  070  solaires  ,  le  flux  lunaire  ne  suivra  que  de  5o'  le  passage 
de  la  lune  au  méridien.  Dans  ce  cas  ,  l'angle  *  est  une  heure 
convertie  en  degrés,  à  raison  de  la  circonférence  entière  pour 
un  jour;  ce  qui  donne  a:=4o°.  L'angle  a'  est  l'intervalle  de  V, 
converti  de  la  même  manière  en  degrés  ,  ce  qui  donne  a'  =  12°.  Si 
l'extrémité  du  canal  est  plus  orientale  que  son  embouchure,  d'un 
certain  nombre  de  degrés  ;  il  faudra  les  ajouter  aux  valeurs  pré. 

cédentes 


■ 
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cédentes  de  a  et  de  a',  pour  avoir  leurs  véritables  valeurs.  Dans 
l'hypothèse  que  nous  considérons ,  B  et  B'  sont  les  mêmes ,  et 
l'angle  a  —  a'  est  égal  au  mouvement  synodique  de  la  lune,  dans 
l'intervalle  de  vingt  et  une  heures  ;  la  différence  des  valeurs  de  a 
et  de  a',  ne  fait  que  reculer  de  vingt  et  une  heures,  les  phénomènes 
des  marées  qui  ont  lieu  à  l'embouchure  où  a  =  a',  et  il  est  clair  que 
ce  résultat  a  également  lieu  pour  un  système  quelconque  d'astres 
mus  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur. 

Imaginons  présentement,  que  le  canal  dont  nous  venons  de  par- 
ler, ait  deux  embouchures  :  si  l'on  suppose  ~  =  m ,  la  marée  qui 

a  heu  à  la  première  embouchure  par  l'action  de  L,  produira  à 
l'extrémité  du  canal ,  une  marée  dont  la  hauteur  sera  exprimée 

Par  —  .cos.f2nf+a*— 24— amT),  T  étant  l'intervalle  de  temps 
que  la  marée  emploie  à  se  transmettre  de  la  première  embouchure, 
à  l'extrémité  du  canal.  Pareillement ,  la  marée  qui  a  lieu  à  la 
seconde  embouchure,  produira  à  l'extrémité  du  canal,  une  maré© 

dont  la  hauteur  sera  représentée  ■pa.r—.cos.(2nt+2*r-n4.-2mT')t 

T'  étant  l'intervalle  de  temps  qua  cette  marée  emploie  à  se  trans- 
mettre  de  la  seconde  embouchure ,  à  l'extrémité  du  canal ,  et  le 
Coefficient  C  dépendant  de  la  hauteur  de  la  marée  à  cette  seconde 
embouchure.  La  hauteur  entière  y,  de  la  marée  à  l'extrémité  du 
canal,  produite  par  l'action  de  l'astre  i,  sera  donc 
B.L  c  L 

Si  l'on  fait, 

B,  ~  VWf  C+  2 BC.  cos.  2  m(T'~  T)  ; 

B.sm.  2.7i  T+  C.sin.  zm  T' 
sin.  2  a  =  !   . 

on  aura 

P  if, 

J=  -J^-  .COS.(  2nt+2*r —  2  4  —  2  h  y. 

On  voit  par-là ,  que  B,  dépend ,  ainsi  que  a,  ,  de  la  valeur  de  m , 
ou  de  la  rapidité  du  mouvement  de  l'astre  dans  son  orbite  ; 
MÉcAif.  ci&.  Tome  II.  F  f 
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et  il  est  clair  que  si  le  canal  avoit  trois  ou  un  plus  grand 

nombre  d'embouchures,  les  valeurs  de  B,  et  de      seroient  plus 

composées.  Le  rapport  des  coefficiens  —  et  — 3-,  donné  par  les 

observations  des  marées ,  n'est  donc  point  exactement  celui  des 

forces  -  et  ^  ;  il  peut  être  fort  différent  dans  les  différens  ports, 
r3  r'3 

et  ce  n'est  qu'en  ayant  égard  à  la  différence  des  valeurs  de  B  et 
de  B',  que  l'on  peut  déterminer  par  les  phénomènes  des  marées,  le 
rapport  des  forces  du  soleil  et  de  la  lune. 

Si  dans  le  cas  où  le  canal  que  nous  venons  de  considérer ,  n  a 
que  deux  embouchures,  Cest  égal  à  —B  ;  c'est-à-dire,  si  la  haute 
mer  a  lieu  à  la  première  embouchure  ,  à  l'instant  où  la  basse  mer 
a  lieu  à  la  seconde  embouchure  ;  si,  de  plus,  T=T',  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  les  deux  marées  emploient  le  même  temps  à 
parvenir  à  l'extrémité  du  canal  ;  on  aura  B,  =  o  ,  et  il  n'y  aura 
point  de  flux  et  de  reflux  à  cette  extrémité ,  en  vertu  des  oscil- 
lations dont  la  période  est  d'un  demi-jour.  Ce  cas  singulier  a  été 
observé  à  Batsha ,  port  du  royaume  de  Tunquin,  et  dans  quelques 
autres  lieux. 

La  grande  variété  des  circonstances  locales  qui ,  dans  chaque 
port,  influent  sur  les  marées ,  doit  donc  en  produire  de  considéra- 
bles dans  ces  phénomènes  ,  et  il  n'est  probablement  aucun  cas  pos- 
sible qui  n'ait  lieu  sur  la  terre.  Mais  puisque  les  constantes  B  et  * 
seroient  les  mêmes  pour  le  soleil  et  la  lune  ,  si  les  mouvemens  de 
ces  astres  étoient  égaux;  il  est  naturel  de  supposer  que  leurs  dif- 
férences sont  proportionnelles  aux  différences  de  ces  mouvemens  ; 
nous  adopterons  donc  cette  hypothèse ,  et  nous  verrons  qu'elle 
satisfait  avec  une  précision  remarquable ,  aux  observations.  Nous 
ferons  ainsi , 

a  =  O  —  m  T  ; 

B  =  P.'(i—^mQ), 

0,T,  P  et  Q,  étant  les  mêmes  pour  le  soleil  et  la  lune.  Nous 
donnerons  dans  la  suite ,  le  moyen  de  déterminer  ces  constantes , 
dans  chaque  port,  par  les  observations. 
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1 9.  Voyons  maintenant,  ce  qui  doit  arriver  ,  lorsque  le  soleil 

et  la  lune ,  toujours  mus  dans  le  plan  de  l'équateur ,  sont  assujétis 

à  des  inégalités  dans  leurs  mouvemens  et  dans  leurs  distances.  Les 

forces  partielles , 

3i>   r  .     .      ,        3Zj  . 

— .  {  sin.  9 — § } ,  et  — -.sin.  EJ.cos.  9 , 

a  r3  a  r3 

trouvées  dans  le  n°.  16,  ne  seront  plus  constantes  ;  mais  elles  varie- 
ront avec  une  grande  lenteur ,  et  la  période  de  leur  variation  sera 
d'une  année.  Si  la  durée  de  cette  période  étoit  infinie,  ces  forces 
n'auroient  d'autre  effet ,  que  de  changer  la  figure  permanente  de  la 
mer  qui  parviendrait  bientôt  à  l'état  d'équilibre.  Mais  quoique  cette 
durée  soit  finie ,  on  a  vu  dans  le  n°.  6 ,  qu'en  vertu  des  résistances 
que  la  mer  éprouve  ,  on  peut  la  considérer  comme  étant  à  chaque 
instant,  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  forces,  et  déterminer  dans 
cette  hypothèse  ,  la  hauteur  correspondante  des  marées.  On  a  vu 
de  plus ,  que  quelle  que  soit  la  profondeur  de  la  mer ,  la  hauteur 
des  marées  ,  due  à  l'action  de  ces  forces ,  est 

{14-  3.  cos.  2  0}  L 


Si  dans  les  parties  des  forces  solaires  (^)  du  n°.  16,  qui  sont 
multipliées  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  znt+ztr —  2  4  ?  on 
substitue  au  lieu  de  r  et  de  4,  leurs  valeurs  ;  chacune  de  ces  parties 
se  développera  en  sinus  et  cosinus  d'angles  de  la  forme  27z£-2^f +2ê, 
en  sorte  que  l'on  aura , 
3L 


. sin. '9. cos.  2(nt-sr's — 4-)  =  sin.59.2.£.cos.  2  (nt — qt+t)  ; 


31 

— .sin.9.cos.9.cos.2('«i  +  w-4>)  =  sin.9.cos.9.S.^.cos.2('ra^-5'i+s^; 
3L    .     .  . 

—  .sin.  9. sin.  2  (nt-\-is — 4,)  =  sin.  9.2.ifc.sin.2('ra£  —  qt+s)  ; 

le  signe  s  des  intégrales  finies  servant  ici  à  désigner  la  somme  de 
tous  les  termes  de  la  forme  £.cos.sin.2  (nt  —  qt+i) ,  dans  les- 
quels le  premier  membre  de  chacune  de  ces  équations  peut  se 
décomposer. 

Ff  2 
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Le  plus  considérable  de  ces  termes,  est  celui  qui  dépend  de  l'angle 
2nt — zmt+nvr,  et  qui  produit  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer, 
dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-dessus  ,  où  le  soleil  seroit 
mû  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur,  en  conservant  tou- 
jours la  même  distance  à  la  terre.  Les  autres  termes  peuvent  être 
considérés  comme  le  résultat  de  l'action  d'autant  d'astres  particu- 
liers ,  mus  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur.  C'est  de  la 
combinaison  des  flux  et  reflux  partiels  dus  à  l'action  de  tous  ces 
astres  ,  que  se  compose  le  flux  et  le  reflux  total  dû  à  l'action  du 
soleil. 

Si  l'on  nomme  /,  la  masse  de  l'astre  fictif  dont  l'action  produit 
le  terme  dépendant  de  l'angle  2nt  —  zqt+m,  et  a  sa  distance  au 
centre  de  la  terre  ;  on  aura 

— ~  =  k ,  ou  ~  =  -k. 

On  a  vu  dans  le  n°.  précédent ,  que  le  soleil  étant  supposé  mû 
uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur,  avec  un  mouvement 
angulaire  égal  k  mt,  la  partie  de  l'expression  de  la  hauteur  de  la 
mer,  dépendante  de  l'angle  2  nt~  2  mt+  2  • ,  est  égale  à 

P.(i— 2mQ).^-.cos.  2  (nt—mt+v—  O  +  mT), 

les  constantes  P,  Q ,  O  et  T  étant  les  mêmes  pour  tous  les  astres , 
quel  que  soit  leur  mouvement  propre  •  la  somme  de  toutes  les 
marées  partielles  dues  aux  actions  de  tous  les  astres  /,  /,  l\  &c.  7 
sera  donc , 

2. P.  Cl—  2qQ).-^.cos.2(nt  —  qt  +  i  —  O  +  qT), 
et  par  conséquent ,  elle  sera 

—.s. A. cos.  2(nt — qt+i —  O  +  qT) 

2PQ  d 

4  ^—  •  Yt  '  S  •     sm-  2  (ht  —  qt+i  —  O  +  qT) , 

la  différentielle  étant  prise  en  supposant  nt,  constant.  Mais  on  a 
par  ce  qtii  précède  , 

X.&.COS.2(nt  — qt+i— O  +  qT)  =  ~.C03.  2  (nt+v  — 4-  —  ^), 


/ 


o 
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le  temps  t  étant  diminué  de  T,  dans  les  variables  nt,  4  et  r  du  second 
membre  de  cette  équation  ,  et  a.  étant  égal  à  O  —  n  T}  la  partie  de 
la  hauteur  de  la  mer ,  due  à  l'action  du  soleil ,  et  dépendante  de 
l'angle  2nt+m — 24 ,  est  donc  avec  les  conditions  précédentes, 


P 


P.~.cos.<2(nt+  x)  +  PQ.~.^.sm.2(nt+  j . 

Si  l'on  transporte  à  la  lune ,  ce  que  nous  venons  de  dire  du  soleil  ; 
on  trouvera  que  la  partie  de  la  hauteur  de  la  mer,  due  à  son  action, 
et  dépendante  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  est 

~.  cos.  2(nt+^—  4'— +  P  Q .  ^ .  j  ^ .  sin.  2  ('ra  f + <*— 4'— *J  J , 

le  temps  t  devant  être  encore  diminué  de  T,  dans  cette  expression. 
La  partie  indépendante  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre, 
sera 

(1  +5.cos.2fl;  L' 

En  réunissant  tous  les  termes  dus  à  l'action  du  soleil  et  de  là  lune, 
on  aura  pour  l'expression  approchée  de  la  hauteur  &y  de  la  mer, 

+  P'  { ' cos'  2 (nt + +  ~-cos.2(nt+ -3T— 4'_a;  J 

p      d    (  L  u  I 

+ 1 V-  j-t  •  j çj".  sin.2(nt+  + — .  sin.2(f7zf + -b— 4'-a;  j ; 

e  temps  «  devant  être  diminué  de  T,  dans  les  termes  multipliés 
par  P  et  par  Q  ,  et  la  différentielle  étant  prise  en  faisant  nt 
constant. 

10.  Examinons  enfin  le  cas  de  la  nature ,  dans  lequel  le  soleil 
et  la  lune  ne  se  meuvent  pas  dans  le  plan  de  l'équateur.  Nous  avons 
donné  dans  le  n°.  16,  la  manière  d'obtenir  les  forces  solaires  et 
lunaires  décomposées  parallèlement  à  trois  droites  perpendicu- 
laires entre  elles ,  et  il  en  résulte . 
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i°.  Que  ces  forces  décomposées  parallèlement  au  rayon  terrestre, 
sont 

—         4  1  •  |  -r  •  T  i  —  3  •  sin.  V;  -t- — .  C  i— 5 .  sin.  V'>| 


+  6 .  sin.  9 .  cos.  9. 


.  sin.  p.  cos.*>.  cos.  (nt + n — 4-) 


+  — .  sin.  p' .  cos.  p' .  cos.  (n  t + v — 40 


-!.sm.*fl. 


— .  COS.  V .  COS.  2      £+  <sr  —  4-) 

r 

U  _ 

+  — . COS. V'. COS.  2(»i  +  '3- —  40 


£°.  que  ces  forces  décomposées  perpendiculairement  au  rayon  ter- 
restre ,  dans  le  plan  du  méridien ,  sont 

}.sin.a9.  j^.fi  —  5.sin.v;  +  ^.(i—  5,sin.vj 

-j.sin.  f  .cos.  p  .cos.  (nt-\-<& — 4-) 
+  5. cos. 2 9.^  r  L, 

+  — .  sin.  t>' .  cos.  *>' .  cos .  frc  i + ^  —  4-') 


-f  \.  sin.  9.  cos. 


— .  cos."  f.  cos.  z(nt+if — 4J 
r 

u 

+  — .COS.2  p' .  COS.  2  (Vî  £  -4-  -sr  40 


5°.  que  ces  forces  décomposées  perpendiculairement  au  plan  du 
méridien ,  sont 

^-.sin.v.cos.f  .sin.  (nt-\-^ —  4-) 
— -3.cos.fl.  \  T 

+  — .sin.t>'.cos.t>t.sin.('7z£  +  «■  —  4-') 


r  L 


—  t.Bin»  9.< 


•  cos.V.sin.2(>z£+'!!r —  4) 
U 

+— .cos."  p'.  sin.  2^72       — 40 
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Les  forces  partielles , 

A4-3.  COS.  2  0)     (  L  _      .  .    ;  lî      i         K      •     a  'il 

—  '  -.  —  .fi  — S.sm.Vj  +— .(1—  5.sm.v;  [; 

t.sm.2e.|^-.^i  —  5.sin.V;  +  ^.a—  S.sin.VjJ  , 

croissant  avec  une  grande  lenteur;  on  peut,  comme  on  l'a  vu  dans 
le  n°.  précédent,  supposer  que  la  mer  est  à  chaque  instant,  en  équi- 
libre sous  l'action  de  ces  forces  ;  et  dans  ce  cas ,  la  valeur  de  ay, 

(  1+3.  COS.  20 ) 


8g 


•  { 4-  r  ^  -  3  •  sm.  v; + ^.     5 .  sin.  v; }, 


donnée  par  le  n°.  6,  représente  la  hauteur  de  la  mer,  due  à  l'action 
de  ces  forces. 

Les  forces  partielles  dépendantes  de  l'angle  2  7z£+2-sr+  &c. , 
peuvent  être  décomposées  en  différens  termes  multipliés  par  les 
sinus  et  les  cosinus  d'angles  de  la  forme  2nt  —  nqt+it.  On  s'as- 
surera ,  comme  dans  le  n°.  précédent ,  qu'il  en  résulte  dans  l'ex- 
pression de  la  hauteur  de  la  mer,  une  quantité  égale  à 

_  fL.cos.V  „  ,  ,  L'.cos.V  "J 
F.  j  — .cos.zÇnt+nr—- 4—  ^ — -.cos.2(  nt-rv— 4 — h)  \ 

■n^  d  fL.cos.af   .  .  I/.cos.V'    .  ~) 

+  FQ.—A  — «3 — .sm.2(  nt<\r*-4rhJA  y,^ — .sm.2(  -h)  >, 

le  temps  t  devant  être  diminué  de  T,  dans  ces  termes  ,  et  la  diffé- 
rentielle étant  prise  en  faisant  n  t  constant. 

Il  nous  reste  à  considérer  la  partie  des  forces  précédentes  ,  qui 
dépend  de  l'angle  n  f+<ar+  &c.  Cette  partie  peut  se  développer  en 
termes  multipliés  par  des  sinus  et  cosinus  d'angles  de  la  forme 
n  t — qt+e  ,  q  étant  fort  petit  relativement  à  n.  Chacun  de  ces 
termes  produit  dans  l'intervalle  d'un  jour  à-peu-près ,  un  flux  et 
un  reflux  analogues  à  ceux  que  produisent  les  termes  dépendans 
de  l'angle  %nt  —  2  <^  2  s ,  avec  la  seule  différence  que  le  flux  rela- 
tif à  l'angle  n  t — q  t+ s ,  n'a  lieu  qu'une  fois  par  jour ,  au  lieu  que 
le  flux  relatif  à  l'angle  2  n  t —  2qt+2t,  a  lieu  deux  fois  par  jour. 

On  trouvera  facilement ,  par  l'analyse  des  nos.  précédons ,  que  la 
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hauteur  de  la  mer,  due  aux  forces  dont  la  période  est  à-peu-près 
d'un  jour ,  peut  être  représentée  par  la  formule , 


d 

dt 


-4 .  j  —  .sin.vxos.^xos.f/z^W— 4.-^  +  —  .sin.f  «cos.</.cos.fra£+'ar-4/'  y)^ 

f  L  L'  ) 

.  j  —  .sin.p.cos.v.sin.(nt+^-4--y)  +  ^sm.v\cos.p\sin.(nt+^-4-r-y )  \ , 

si,  B  ety  étant  trois  constantes  arbitraires  que  l'observation  peut 
seule  déterminer  dans  chaque  port  ;  les  différentielles  étant  prises 
en  faisant  n  t  constant ,  et  le  temps  t  devant  être  diminué  d'une 
constante  7",  que  l'observation  peut  seule  déterminer. 

Si  l'on  réunit  maintenant  toutes  ces  hauteurs  partielles  de  la  mer; 
on  aura  pour  sa  hauteur  entière  *y , 

fi  +  3.cos.2«;    (L  _    .  L  _    .       .  1 

ttyçà —  -,  — .  j_.f1_3.sin.v;  +  _ o.sm.V  H 

M1- 57; 

+      |— .sin.f.cos.^.cos.('72f+i!r-4->'y)  +  ^sin.p'.cos.p'.cos.(nt+^-4-'-y)  j 

+  5.— .  |^.sin.^.cos.f  .sin.^ «^+^-4->-^)  +  ^.sin.^'.cos.^'.sin.('7zi+'Z3--'4-'->y)  j  ;  (O) 

(  L  L'  1 

+  — xosSv.cos.2(nt+™~«\--ï<)+—.cos.!'v'.cos.2(nt+'zr-4'-*)  \ 

+         .j^.cos/^.sin.  2^+^-4--^ +  ^.cos.V'.sin.2f«i+OT-4'-^|/ 

expression  dans  laquelle  on  doit  observer  de  prendre  les  différen- 
tielles, en  supposant  n  t  constant ,  et  de  diminuer  le  temps  t ,  d'une 
constante  T' ,  dans  les  termes  multipliés  par  A  et  B  ,  et  d'une 
constante  T,  dans  les  termes  multipliés  par  P  et  Q  ;  ces  constantes 
devant  être,  ainsi  que  ,  B ,  y ,  P ,  Q,  a,  déterminées  dans 
chaque  port ,  par  les  observations. 
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CHAPITRE  IV. 

Comparaison  de  la  théorie  précédente ,  aux  observations. 

21.  Développons  présentement  les  principaux  phénomènes 
des  marées,  qui  résultent  de  l'expression  précédente  de  y,  et 
comparons-y  les  observations.  Nous  distinguerons  ces  phénomènes 
en  deux  classes,  l'une  relative  aux  hauteurs  des  marées  ,  et  l'autre 
relative  à  leurs  intervalles  ,  et  nous  les  considérerons  à  leur  maxi- 
mum vers  les  sysigies ,  et  à  leur  minimum,  vers  les  quadratures. 

Des  hauteurs  des  marées  vers  les  sysigies. 
Les  instans  de  la  pleine  et  de  la  basse  mer  sont  déterminés  par 
1  équation  ^y  =  o;  or  on  peut,  en  différentiant  l'expression  pré- 
cédente de  cty,  supposer  les  quantités  v ,  </,  r,  r ,  4  et  AJ  cons- 
tantes ,  parce  que  ces  quantités  variant  avec  beaucoup  de  lenteur, 
l'effet  de  leurs  variations  est  insensible  sur  les  hauteurs  de  la  pleine 
et  de  la  basse  mer  ;  car  on  sait  que  vers  ces  deux  points  de  maxi- 
mum et  de  minimum ,  une  petite  erreur  dans  le  temps  t,  est  insen- 
sible sur  la  valeur  de  y.  On  peut  négliger  pareillement  sans  erreur 
sensible ,  le  terme  de  l'expression  de  ay ,  multiplié  par  B  ;  car 
les  oscillations  dépendantes  de  l'angle  nt+<&,  et  dont  la  période 
est  d'un  demi-jour  à-peu-près ,  étant  très-petites  dans  nos  ports; 
il  est  fort  vraisemblable  que  le  coefficient  B  est  insensible  :  nous 
verrons  même  dans  la  suite,  que  Q  est  très-peu  considérable;  en 
sorte  que  nous  ferons  d'abord  ,  abstraction  du  terme  qu'il  multi- 
plie. L'équation  ~  =  o}  donnera  ainsi, 

A   CL   .  jj  , 

~7p'\  7T-sin-v-cos-f  .sin.(nt-^~4-y)  +  — .  sm.p'.cos,p'.sia.Cnt+<»-4î~y)  1 

£  jj 
+  —  •cos.V.sm.2f^+^-4-,^;  +  _.cos.v'.sin.2('^f^-4'-^;. 

Mj'xan.  céu  Tome  IL  G  <* 
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A  •  ' 

La  fraction  —  est  très-petite  dans  nos  ports,  et  l'on  verra  ci-apres, 

qu'à  Brest,  elle  est  tout  au  plus  ~  ;  on  peut  donc  la  négliger  sans 
crainte  d'erreur  sensible.  L'équation  précédente  donne  ainsi , 

~.  cos.  V.  sin.  2(^-1 — 49 
tang.  2  ( nt+tr — 4' — * )  =  jj  ]T   « 

— .COS.V+-T.COS.V.COS.  2^4 — 4') 

r3  t3 

Il  faut  maintenant,  substituer  dans  l'expression  de  y ,  la  valeur  de 
nt+vr — 4'  déterminée  par  cette  équation.  Soit  {A~)  ce  que  devient 
alors  la  fonction 

..4 .  \  —  .sin.v.cos.p.coà.( nt+  <zs—\.-y)  +  —  .sinV.cos.-p'.cos.freM-  ™-\'-y)  j  ; 
on  aura 

=_j,+s.co,.^)  il       5  s.n      r iMAVJ|+w 


=hP.  \/ (~ .cos.V^  +-^-.cos.V.^j.cos.V.cos.2('4'— 4;  +  ^.cos.V'^ 

le  signe  +  ayant  lieu  pour  la  haute  mer ,  et  le  signe  —  pour  la 
basse  mer. 

Supposons  que  cette  expression  se  rapporte  à  la  pleine  mer  du 
matin  ;  on  aura  l'expression  de  la  hauteur  de  la  pleine  mer  du 
soir ,  en  augmentant  les  quantités  variables ,  de  ce  dont  elles  crois- 
sent dans  l'intervalle  de  ces  deux  marées  ;  il  faut ,  par  conséquent, 
changer  le  signe  de  (A)  ,  parce  que  l'angle  nt+™ — 4  —  y,  aug- 
mente d'environ  deux  angles  droits,  dans  cet  intervalle  •  la  petite 
différence  pouvant  être  négligée,  à  raison  de  la  petitesse  de  (14  1 
2,.(A)  est  donc  la  différence  des  deux  marées  d'un  même  j  w. 
Nommons  présentement,  la  demi-somme  des  hauteurs  des  ma- 
rées du  matin  et  du  soir  ;  y'  sei-a  ce  que  nous  entendrons  dans  la 
suite ,  par  hauteur  moyenne  absolue  de  la  marée  d'un  jour.  On  aura 
à  très-peu  près , 
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(i  -f-  5. cos. 2 ô )     (  L  .  L' 


23b 


8g, 


COS.  V 


— ,  rf  •  —  3.sin.V;+— .Ct  —  3.sin.Vj  | 

 ^_ 

+  -P  •  \///\J^'  cos        +— .cos.V.^.cos.V.cos.2f4'—  + 

toutes  les  variables  de  cette  expression,  étant  relatives  à  la  basse 
mer  intermédiaire  entre  les  deux  marées  du  matin  et  du  soir, 
et  devant  par  conséquent,  se  l'apporter  à  un  instant  qui  précède 
de  T,  cette  basse  mer.  Il  est  très-vraisemblable  que  la  partie  de 
cette  expression,  qui  n'est  pas  multipliée  par  F,  se  rapporte  à 
un  instant  différent  ;  mais  cette  partie  est  si  petite  par  rapport  à 
l'autre,  que  l'on  peut  sans  erreur  sensible,  les  rapporter  toutes 
deux  à  l'instant  qui  convient  à  la  plus  grande. 

Si  l'on  nomme  (A')  ce  que  devient  (Ji),  à  l'instant  de  la  basse 
mer  intermédiaire  entre  les  deux  marées  du  matin  et  du  soir  ;  la 
hauteur  de  cette  basse  mer  sera, 

(i+3.cos.a«;     (L    ,       „    .  L'  1 

 7  gy-.j-j.fi  —  5.sm.*p)+-.(i— o.sulV;   +  (^') 

deVjJ  r  J 

P  -\/  (^.cosSvj  +^.cos.V.^.cos.V.cos.2('4'—  + 

En  retranchant  cette  expression,  de  la  hauteur  moyenne  absolue  de 
la  marée  du  jour  ;  on  aura  ce  que  nous  nommerons  marée  totale, 
qui  n'est  ainsi,  que  l'excès  de  la  demi-somme  des  deux  marées  d'un 
jour,  sur  la  basse  mer  intermédiaire.  Représentons  cet  excès  parj^",- 
on  aura 

=  -  (^4')  +  2P.  y/ (L..  COS.  VY -l-^.COS.V.^y.COS.  V.COS.2('4'-4j  +  ^. 

Enfin  ,  la  différence  de  deux  basses  mers  consécutives  ,  sera 

Vers  le  maximum  des  marées  ,  ou  vers  les  sysigies ,  l'angle 
4  —  4  est  peu  considérable,  puisqu'il  est  nul  au  maximum  y  on 
aura  donc  à-peu-près  ,  à  l'instant  de  la  pleine  mer ,  nt+*r — 4'=  K- 
En  substituant  cette  valeur  dans  la  fonction  (A)  ;  on  aura  dans 


cos/p 
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la  supposition  où  le  temps  t  doit  être  diminué  de  T,  dans  cette 
fonction,  comme  dans  la  fonction  multipliée  par  P , 


f  L  h'  1 

(A)  —  —  ^d.  \  —  .sin.  *>.cos.t> 4-  —  .sin.^'.cos.^'  Lcos.^ — y). 

(^4.  )  étant  très-petit ,  l'erreur  de  la  supposition  précédente  doit 
être  insensible.  La  fonction  (A' )  devient,  à  très-peu  près , 

(^4')  =^4  •  |  ijjr.  sin.  v .  cos.  v  +  ^ .  sin.  v  ' .  cos .  v'  j .  sin.  (y — . 

On  peut  même ,  vu  la  petitesse  de  ces  fonctions  ,  y  supposer  Ksa  y} 
ce  qui  rend  (ud1)  nul.  Cela  posé ,  si  dans  les  termes  multipliés 
parP,  des  expressions  dey'  et  dey",  on  néglige  la  quatrième  puis- 
sance de  4' — 4;  on  aura  vers  les  sysigies, 

Yi+3.cos.33j    (  L  .    s         L'  --V,  ,1 

8gv~W 

+  P.|-^.cos.v+-.cos.Vj 

L  L' 
aP.— .cos.V.— .cos  V 

-X-1  ~  .{4'-4/+i<f}; 

—  .  COS.  V  +  "77  •  COS.  V 

r3  r 3 


=  2?.  |^-.cos.V  +  -jj.cos.V' j 


L  L'  . 

4P.  —  .cos.V .  — .cos.V 

r  d  r  6 


■.la'—tx+i?}, 


L  V       -,  , 

— .cos. "*>+—. COS. 
r3  r 3 

çr  étant  la  variation  de  l'arc  4' —  4,  dans  l'intervalle  des  deux 
pleines  mers  consécutives.  L'addition  des  termes  qui  en  dépen- 
dent, est  fondée  sur  ce  que  la  véritable  valeur  de  4' — 4  de  V'i 
pression  de  y',  est  la  demi-somme  des  quarrés  (4-' — 4T,  relatifs 
aux  deux  pleines  mers  consécutives  ,  et  il  est  facile  de  voir  que 
cette  demi-somme  est  égale  à  ( 4' —  4)'  +  ^ q%  l'arc  4' —  4  se  rappor- 
tant ici  à  la  basse  mer  intermédiaire.  Ainsi  les  variables  des  deux 
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formules  précédentes ,  se  rapportant  à  cette  basse  mer ,  le  quarré 
(4' — 4)*  doit  pour  plus  d'exactitude  ,  être  augmenté  de  \q%  dans 
l'expression  àej' ;  et  de  jçr1  dans  celle  de  y". 

11.  Développons  les  expressions  de  y'  et  de  y",  relatives  aux 
équinoxes  et  aux  solstices ,  pour  déterminer  l'influence  des  décli- 
naisons des  astres  sur  les  marées.  Le  terme 


-3.COS.3ÔJ    f  L  „      „    .       .    L'  ■) 

7 — 3\" *  1  h •  C1  ~ 3 •       +^.(1—5. Sin. v;  , 


8^ 


de  l'expression  de  y,  est  très-petit  ;  on  peut  donc  y  supposer  sans 
erreur  sensible  ,  que  les  variables  /■ ,  v ,  r,  t>'  se  rapportent  à  l'ins- 
tant même  de  la  sysigie.  Lorsque  l'on  fait  une  somme  des  valeurs 
dey,  relatives  à  deux  sysigies  consécutives,  on  peut  supposer 
dans  le  terme  précédent,  r  égal  à  la  moyenne  distance  de  la  lune  à 
la  terre  dans  les  sysigies  ;  car  il  est  visible  que  si  la  lune  est  apogée 
dans  une  sysigie ,  elle  est  à-peu-près  périgée  dans  la  sysigie  sui- 
vante, r  est  à-peu-près  égal  à  la  moyenne  distance  de  la  terre  au 
soleil,  dans  les  sysigies  des  équinoxes  ;  et  si  l'on  considère  autant 
de  sysigies  vers  les  solstices  d'hiver ,  que  vers  les  solstices  d'été  , 
on  peut  supposer  encore  r  égal  à  cette  distance  moyenne. 

La  partie  P.  |-^.cos.V+tj.  cos.V  jdel'expression  de^',  change 

sensiblement  dans  l'intervalle  de  quelques  jours ,  et  comme  elle 
est  considérable  dans  nos  ports ,  il  est  nécessaire  d'avoir  égard  à 
sa  variation.  Pour  cela,  soit  s'  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire  à 
l'équateur ,  et  r'  la  distance  de  la  lune  au  nœud  ascendant  de  son 
orbite  sur  l'équateur  ;  on  aura  sin.  v' —  sin.  t.  sin.  r',  et  par  con- 
séquent , 

cos.V=  1 —  j.sin.V+j.sin.Y.cos.ar'. 

Nommons  t ,  le  temps  écoulé  depuis  le  maximum  de  la  marée , 
jusqu'au  moment  d'une  observation  quelconque  ,  t  étant  négatif 
relativement  aux  observations  antérieures  à  ce  maximum;  on  aura, 
en  négligeant  les  puissances  de  t ,  supérieures  au  quarré ,  et  en 
supposant  le  mouvement  de  la  lune ,  dans  son  orbite ,  uniforme 


- 
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pendant  le  temps  t,  ce  que  l'on  peut  admettre  sans  erreur  sensible  ; 

dr'    .     ,   .       ,         /dr'y  . 
cos.V  =  cos.V  —  i.  —  .sm.'i  .sm.ar  — 1\(  — -  )  .  sin.V.  cos.  2T  ; 
dt  \  dt / 

les  valeurs  de  v ',  de  r'  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  se 
rapportant  à  la  sysigie.  Dans  les  équinoxes  et  dans  les  solstices , 
sin.  2  r'  est  nul  à-peu-près;  en  ne  considérant  ainsiles  sysigies,  que 
vers  ces  points  ,  le  terme  de  l'expression  de  cos.V',  multiplié  par  la 
première  puissance  de  t,  disparaît  delà  somme  des  valeurs  dey', 
sur-tout  si  l'on  en  considère  un  assez  grand  nombre ,  pour  que 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  sin.  ar'  se  détruisent  mutuel- 
lement 5  on  aura  donc  alors, 


cos.V' =  COS.V- 


Prenons  pour  unité  de  temps ,  l'intervalle  des  deux  marées  consé- 
cutives du  matin ,  ou  du  soir ,  vers  les  sysigies  ,  intervalle  d'envi- 
ron iiour,027i.  Soit  v  s  le  moyen  mouvement  synodique  de  la  lune, 
dans  cet  intervalle;  on  aura  dans  les  sysigies,  en  ayant  égard  à 
l'argument  de  la  variation,  qui  vers  ces  points,  augmente  cons- 
tamment, le  mouvement  lunaire , 


&7 


et  par  conséquent, 

cos.V'  =  cos.V' — i,i65.*V.  {sin.V — 2.sin.V'}. 

La  variation  de  peut  être  négligée  ,  lorsque  l'on  considère  à -la- 
fois  ,  deux  sysigies  consécutives.  On  peut  négliger  pareillement, 

les  variations  de  4"  et  de  sin.V ,  comme  étant  peu  sensibles  dans 
r3 

l'intervalle  d'un  petit  nombre  de  jours  :  elles  se  rapportent  d'ail- 
leurs ,  à  l'action  du  soleil ,  que  nous  verrons  ci-après ,  être  trois 
fois  moindre  que  celle  de  la  lune. 
Il  nous  reste  à  considérer  le  terme 


L  L' 
2P .  — .  cos.'i^ .  — .  cos.V 


— .cos.V  +  -77.COS.  v 

r3  r 3, 
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de  l'expression  de  y'.  Si  l'on  nomme  s  et  r  pour  le  soleil  ,  ce  que 
nous  avons  nommé  t'  et  r'  pour  la  lune  ;  on  aura  à  fort  peu  près, 
en  observant  que  e'  diffère  très-peu  de  s,  et  que  sin.  fr'+  t)  est 
à-peu-près  nul  dans  les  sysigies  des  équinoxes  et  des  solstices , 

cos.i-.cos.f'.f^' — 4)  =  cos.  (^~~ — y-fr' — T)  * 

ce  qui  change  le  terme  précédent  ;  dans  celui-ci , 

„  L  V  A  +  s'\ 

2P.— .—  .cos.1  —  —  ].*V 
r3   r3  \    2  / 


L  L'         ,  t 

— .  cos. V  4-  — .  cos.  v 

r3  f  3 


Cela  posé  ;  si  l'on  nomme  Y',  la  somme  des  valeurs  de  y',  corres- 
pondantes à  2  i  sysigies  des  équinoxes  ,  on  aura 

=  -^/1^.!|.fl-3.8in.^;+i;.f1-3.sin.-0) 

+  ni  P.  |— .  cos.2^+  ~ .  cos.2^' J 

L  \  T'  cos-  (  ) 

—2iP.-.(?  +       Ji,i65.  r  sin.V—  2.sin.s/^';  +  ~  i]  — 

/  —  .cos.^+  —  cos.'^' 1 

\  r  r 3 

Dans  celte  expression,  cos.2/^,  cos.'J^~',  sin.2/-^'  et  cos.2 

sont  les  valeurs  moyennes  entre  toutes  les  valeurs  correspon- 

/e+e'\ 

dantes  de  cos.V,  cos.V',  sin.V',  et  cos.M  J,  relatives  aux  2i 

sysigies.  La  même  expression  peut  représenter  encore  la  somme  des 
valeurs  de  y'  dans  2  i  sysigies  des  solstices ,  dont  la  moitié  se  rap- 
porte aux  solstices  d'hiver. 

Considérons  présentement  l'expression  de  y".  Le  terme 

^4..  \  —, sin.v. cos.v  +— .sinV. cos. v'  >, 

est  très-petit  dans  nos  ports  j  il  est  nul  dans  les  sysigies  des  équi- 
noxes ;  il  disparaît  encore ,  de  la  somme  des  valeurs  de  y",  si  l'on 
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considère  deux  sysigies  consécutives ,  et  autant  de  solstices  d'hiver 
que  de  solstices  d'été.  En  nommant  donc  Y"  la  somme  des  valeurs 
dey",  correspondantes  à  ni  sysigies  des  équinoxes,  on  aura 

T"=àip.  |£.cos.^-f  ^.cos.^'J 

su-lëb.  f  sin.  V—  2  sioJj^')  ' 

/i.cos.V^+^-.cos.2,^' 

r d 

cette  expression  représente  encore  la  somme  des  valeurs  de  y" 
dans  2  i  sysigies  des  solstices. 

Voyons  maintenant  ce  que  les  termes  dépendans  de  Q ,  et  que 
nous  avons  jusuu'ici  négligea,  ajoutent  à  ces  expressions  de  Y'  et 
de  Y".  Pour  cela,  reprenons  l'expression  (O)  de  a.  y ,  du  n°.  20. 

TA  T        T  11  •  d.cos.V 

Uans  les  equmoxes  et  dans  les  solstices ,  — — —  est  nul  ;  on  peut 
négliger  la  différentielle  de  — ,  divisée  par  dt,  lorsque  l'on  con- 
sidère l'ensemble  de  deux  sysigies  consécutives  :  nous  négligerons 
encore 


vu  la  lenteur  des  variations  de  v,  4  et  r,  et  parce  que  —  est  trois 

fois  moindre  que  — .  Le  terme  dépendant  de  Q,  dans  la  formule  (O), 

ajoutera  ainsi,  à  l'expression  de  ay,  la  quantité 
d-Y  L' 

 2  P  Q'—r'-y; .  COS.  V  .  COS.  2  (ïl  t+  ft  4'  

dt   r 3 

Or  on  a, 

— —.cos.-p  =  — —  .cos.e  —  m!. cos.e  , 

dt         .  dt  * 

rn't  étant  le  moyen  mouvement  de  la  lune  ;  le  terme  précédent 
devient  ainsi , 

jj 

~-%m'P  Q.cos.s'.— .cos.2  (nt+ir — >4' — 

De-là 
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De-là  il  est  facile  de  conclure  que  dans  les  sysigies  des  équinoxes 
ou  cos.  p'.~  i  h  fort  peu  près  ,  le  terme  dépendant  de  Q  ne  fait 
que  changer  dans  les  expressions  de  cl  y  ,  Y'  et  Y" ,  L  en 
L'.(i — 2/rc'Q.cos.O,  et  que  dans  les  solstices  ou  cos.  v  —  cos/, 

II  se  change  en  E'Jl— en  sorte  que  la  différence  des 
y     cos.  v  y 

valeurs  de  Z/  dans  ces  deux  cas  ,  peut  servir  à  déterminer  Q. 

23.  Comparons  les  formules  précédentes,  aux  observations. 
Au  commencement  de  ce  siècle  ,  et  sur  l'invitation  de  l'Académie 
des  Sciences ,  on  fit  dans  nos  ports  ,  un  grand  nombre  d'observa- 
tions du  flux  et  du  reflux  delà  mer:  elles  furent  continuées  chaque 
jour  à  Brest ,  pendant  six  années  consécutives ,  et  quoiqu'elles 
laissent  à  désirer  encore ,  elles  forment  par  leur  nombre ,  et  par 
la  grandeur  et  la  régularité  des  marées  dans  ce  port ,  le  recueil  le 
plus  complet  et  le  plus  utile  que  nous  ayons  en  ce  genre.  C'est 
aux  observations  de  ce  recueil,  que  nous  allons  comparer  nos 
formules.  Ces  observations  étant  compliquées  de  beaucoup  de  cir- 
constances étrangères  à  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  ,  il  faut  en 
considérer  un  grand  nombre  ,  afin  que  les  effets  des  causes  pas- 
sagères venant  à  se  détruire  mutuellement,  leur  ensemble  ne  pré- 
sente que  l'effet  des  causes  régulières  ;  il  faut  de  plus ,  par  une 
combinaison  avantageuse  des  observations ,  faire  ressortir  les  phé- 
nomènes que  l'on  veut  connoître.  C'est  ainsi  que  dans  la  vue  de 
déterminer  l'effet  de  la  déclinaison  des  astres  ,  nous  avons  consi- 
déré à-la-fois  ,  deux  sysigies  consécutives  ,  dont  l'ensemble  est 
indépendant  à-peu-près  ,  de  la  variation  de  la  distance  de  la  lune 
à  la  terre.  Pour  comparer  sur  ce  point,  les  observations  à  la  théo- 
rie ;  j'ai  pris  dans  le  recueil  cité ,  vingt-quatre  sysigies  vers  les 
équinoxes  ,  et  vingt-quatre  sysigies  vers  les  solstices ,  en  consi- 
dérant toujours  deux  sysigies  consécutives.  Voici  les  jours  de  ces 
ysigies  à  Brest. 

Sysigies  des  équinoxes, 

Années 

171 1.  28  août,  12  septembre,  26  septembre,  12  octobre. 

1712.  1  septembre,  i5  septembre. 

Mécan.  cku  Tome  IL  H  h 
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25  août,  8  septembre  ,  23  septembre,  8  octobre. 
18  février,  5  mars,  20  mars,  4  avril,  28  août,  i5  sep- 
tembre, 27  septembre,  la  octobre. 
23  février,  8  mars,  a3  mars,  6  avril,  1  septembre,  i5 
septembre. 

Sysigies  des  solstices. 
Années 

1711.  16  juin,  3o  juin,  25  novembre,  9  décembre. 

1712.  19  juin,  3  juillet,  28  novembre,  1 3  décembre. 

1714.  agmai,  12  juin,  27  juin,  11  juillet,  21  novembre,  7  dé- 

cembre, 21  décembre. 

1715.  5  janvier,  17  juin,  1  juillet,  26  novembre,  10  décembre, 

2Ô  décembre. 

1716.  9  janvier,  5  juin,  19  juin. 

Dans  chacune  de  ces  sysigies ,  j'ai  pris  une  moyenne  entre  les  deux 
hauteurs  absolues  des  deux  marées  d'un  même  jour  ,  c'est-à-dire  , 
la  hauteur  moyenne  absolue  de  la  mer;  j'ai  considéré  le  jour  qui 
précède  la  sysigie,  et  que  je  désigne  par  —1 ,  le  jour  de  la  sysigie, 
que  je  désigne  par  o,  et  les  quatre  jours  qui  la  suivent,  et  que  je 
désigne  par  1 ,  2 ,  3,4.  Plusieurs  fois,  on  n'a  observé  qu'une  seule 
des  marées  de  chaque  jour;  j'en  ai  conclu  la  hauteur  moyenne 
absolue,  en  lui  ajoutant  la  moitié  de  son  excès  sur  la  marée  non 
observée,  excès  qu'une  première  discussion  des  observations  m'a 
fait  connoitre  à  très-peu  près,  tant  dans  les  sysigies  des  équinoxes, 
que  dans  celles  des  solstices. 

Plusieurs  fois  encore  ,  la  hauteur  de  la  basse  mer  intermédiaire 
entre  les  deux  marées  d'un  même  jour  ,  n'a  point  été  observée. 
Pour  avoir  la  marée  totale,  j'ai  supposé,  conformément  à  la  théo- 
rie ,  que  la  différence  des  marées  totales  ,  dans  deux  jours  consé- 
cutifs., est  double  à  fort  peu  près  ,  de  la  différence  des  hauteur 
moyennes  absolues  correspondantes.  J'ai  pris  un  résultat  moyen 
entre  les  marées  totales  conclues  de  cette  supposition  et  des  ob- 
servations des  deux  jours  entre  lesquels  étoit  compris  celui  que  je 
considérois.  — 
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1714. 
1715. 

1716. 
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Quelquefois,  la  loi  des  basses  mers  observées,  indiquoit  évi- 
demment une  erreur  de  signe ,  dans  une  de  ces  hauteurs.  Dans  ce 
cas ,  j'ai  presque  toujours  regardé  comme  nulle,  l'observation  de  la 
basse  mer,  et  j'ai  conclu  la  marée  totale,  par  la  règle  que  je  viens 
d'exposer.  C'est  avec  ces  précautions  ,  que  j'ai  formé  le  tableau 
suivant ,  qui  présente  la  somme  des  hauteurs  moyennes  absolues 
et  des  marées  totales  ,  correspondantes  à  chacun  des  jours  que  j'ai 
considérés  dans  les  sysigies  précédentes. 

TABLE  t 

Sysigies  des  équinoxes. 

Jours.  Hauteurs  moyennes  absolues  des  marées.  Marées  totales. 
— 1    ]  29^,890    128me,g88 

0    *M      ,079    i4a  ,068 

1    ,85i    i4g  ,342 

2    3  39      ,96^    i5o  ,066 

3    ,479    i43  ,826 

4    i5i      ,653    i3i  ,770 

Sysigies  des  solstices  d'été. 

— 1    e2me,oo4    58me,o97 

0  ...........    63  ,gi4    62  ,002 

1   65  ,028    64  ,095 

2    65  ,1 57    64  .995 

3   •  •    64  ,i47    63  ,4a5 

4    61  ,gi4    5g  ,186 

Sysigies  des  solstices  d'hiver. 

— 1    65me,2ii    6i»",og8 

'    66  ,456    64  ,967 

1    67    ,T21    67  ,302 

2   •  •  •  •    66  ,424    67  ,5oo 

5    65  ,998    66  ,187 

4    63  ,574    61  ,425  : 

Hh  u 
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1 4.  Considérons  d'abord  l'ensemble  de  «es  observations.  Ou 
aura  relativement  aux  48  sysigies , 

TABLE  II. 

Jours.  Hauteurs  moyennes  absolues.  Marées  totales. 

_x    257"Vo5    248-V85 

o    266  ,449    269  ,o37 

  272  ,000    280  ,639 

a    271  ,545    282  ,56 1 

3    267  ,624    273  >438 

4    a57  ,i4i    -t  •  -  •  •  a5a,  ,58i 

En  considérant  les  variations  des  hauteurs  absolues  et  des  marées 
totales  de  cette  table  ;  on  voit  que  les  plus  grandes  marées  n'ont 
point  lieu ,  le  jour  même  de  la  sysigie,  mais  du  premier  au  second 
jour  Déterminons  la  distance  de  l'instant  du  maximum  des  marées, 
à  la  sysigie ,  dans  les  observations  précédentes.  Pour  cela ,  prenons 
pour  unité  ,  l'intervalle  de  deux  marées  du  matin  ou  du  soir, 
vers  les  sysigies ,  et  pour  époque  ,  l'instant  de  la  basse  mer  inter- 
médiaire entre  les  deux  marées  du  jour  qui  précède  la  sysigie.  Soit 
pour  un  jour  quelconque  voisin  de  cette  phase  ,  a+bx—cx%  l'ex- 
pression de  la  hauteur  absolue  d'une  marée  voisine  de  la  sysigie, 
x  étant  le  nombre  des  intervalles  pris  pour  unité  ,  dont  cette  marée 
suit  l'époque.  Si  cette  formule  se  rapporte  à  une  marée  du  matin  ; 
l'expression  de  la  marée  du  soir  du  même  jour  ,  sera  a 
—  c.C*¥-  )%  en  ne  considérant  que  les  inégalités  dont  la  période 
est  à-peu-près  d'un  jour,  les  seules  auxquelles  il  soit  nécessaire 
d'avoir  égard  ici ,  parce  que  les  effets  des  autres  inégalités  se  com- 
pensent dans  les  observations  de  la  table  II.  Si  l'on  ajoute  les  deux 
expressions  précédentes ,  la  moitié  de  leur  somme  sera  ce  que  nous 
avons  nommé  hauteur  moyenne  absolue  de  la  marée;  l'expression 

de  cette  hauteur  est  ainsi , 

a  —  -^.c  +  b.(x  +  j)  —  c.(x  +  -J2. 
L'expression  de  la  basse  mer  intermédiaire  ,  est ,  suivant  notre 

théorie,  de  la  forme 

a  —  b.(x  +  lJ  +  c-(x  +  V\ 
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k+|  étant  le  temps  écoulé  depuis  l'époque,  jusqu'à  cette  basse 
mer;  en  nommant  donc  t,  ce  temps,  l'expression  de  la  marée 
totale  ,  sera  de  la  forme 

a"  +  2,b.t — 2c.£*. 
Le  maximum  de  cette  marée  a  lieu  ,  lorsque  t  —  —  ;  cette  valeur 

est  pareillement  la  valeur  de  x,  correspondante  au  maximum  de 
la  fonction  a  +  bx —  ex". 

Pour  déterminer  — .,  par  les  observations  ,  on  peut  faire  usage 

2  C 

des  marées  totales  de  la  table  II  ;  mais  les  hauteurs  moyennes  abso- 
lues de  cette  table  ,  ayant  été  observées  avec  plus  de  soin ,  que 
les  marées  totales,  nous  ferons  usage  de  leur  ensemble. 

Soient  donc/,/',  f",f",f'r  et  les  six  sommes  que  l'on 
obtient,  en  ajoutant  la  hauteur  absolue,  à  la  marée  totale  de  chaque 
jour,  dans  la  table  IL  L'expression  analytique  de  ces  sommes  sera 
de  la  forme  h\ibt  —  ici4,  et  en  y  supposant  successivement  t  —  o, 
t  —  i  t  =  2,  t~o ,  t  =  /±,  t  =  5  ,  on  aura  les  valeurs  de  /,  /', 
f",  f",f,r,fr;  d'où  l'on  tirera, 

r+f"+r-f"-f-f . 


ib  —  bic- 
et  par  conséquent , 


f-  =  f+ 

2  C 


s-tr+f'-f'-f) 

En  substituant  pour/,  /',  &c. ,  leurs  valeurs  numériques ,  on  aura 

—  =  2,58176. 

2C 

L'intervalle  dont  le  maximum  de  la  marée  totale ,  dans  les  sysigies 
de  la  table  II,  a  suivi  l'instant  de  la  basse  mer  intermédiaire  entre 
les  deux  marées  du  jour  de  la  sysigie  ,  est  donc  1,58176.  On  verra 
ci- après,  que  l'intervalle  pris  pour  unité,  est  à  fort  peu  près, 
i'0Ur,O27o5  ;  en  le  multipliant  donc  par  1,58176,  le  produit  i', 62455 
exprimera  l'intervalle  dont  le  maximum  de  la  marée  totale  a  suivi 
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l'instant  de  la  basse  mer  du  matin  du  jour  de  lasysigie.  Cet  instant 
est  l'heure  moyenne  entre  les  deux  marées  de  ce  jour ,  et  l'on 
trouve  par  un  résultat  moyen  ,  qu'elle  a  été  dans  les  observations 
précédentes ,  o'-,5g657.  On  trouve  encore ,  par  un  résultat  moyen, 
que  l'heure  de  la  sysigie  dans  les  mêmes  observations ,  a  été  à 
Brest,  o'  ,45667,  en  sorte  qu'elle  a  suivi  la  basse  mer,  deo',06010; 
elle  a  donc  précédé  le  maximum  de  la  marée  totale  ,  de  i'-,56445. 
Mais  comme  une  erreur  de  quelques  mètres  dans  ces  observations, 
peut  influer  sensiblement  sur  cet  intervalle  ;  il  convient  de  dé- 
terminer d'une  manière  plus  précise ,  cet  élément  important  de  la 
théorie  des  marées. 

Pour  cela ,  j'ai  considéré  les  hauteurs  absolues  des  marées  du 
second  jour  avant,  et  du  cinquième  jour  après  la  sysigie  ;  elles 
sont  à-peu-près  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  du  maximum 
des  marées  ,  et  à  cette  distance ,  elles  varient  de  la  manière  la  plus 
sensible.  J'ai  ajouté  les  hauteurs  absolues  des  marées  du  matin  et  du 
soir,  du  second  jour  avant  chaque  sysigie  ,  et  lorsque  l'on  n'a  ob- 
servé qu'une  seule  hauteur,  dans  un  jour,  je  l'ai  doublée. Le  recueil 
cité  d'observations  renferme  cent  sysigies  dans  lesquelles  j'ai  pu 
me  procurer  des  observations  semblables.  .T'ai  trouvé  iooogn"i,470, 
pour  la  somme  des  hauteurs  absolues  des  marées  des  seconds  jours 
qui  précèdent  les  sysigies  ,  et  ioiom°,886  ,  pour  la  somme  des  hau- 
teurs absolues  des  marées  des  cinquièmes  jours  qui  les  suivent. 
Mais  parmi  les  hauteurs  qui  précèdent  les  sysigies  ,  86  se  rap- 
portent au  matin,  et  n4.au  soir;  en  prenant  donc  pour  unité  , 
l'intervalle  de  la  basse  mer  du  second  jour  qui  précède  la  sysigie, 
à  la  basse  mer  correspondante  du  jour  suivant,  l'heure  moyenne 
à  laquelle  se  rapporte  la  première  somme  ,  suit  celle  de  la  basse 
mer  du  second  jour  avant  la  sysigie ,  de  ,  ou  de  o,o55  de  cet 
intervalle.  Dans  la  seconde  somme,  il  y  a  autant  de  hauteurs  du 
matin  que  du  soir  ;  l'heure  à  laquelle  elle  se  rapporte  ,  est  donc 
celle  de  la  basse  mer  du  cinquième  jour  après  la  sysigie.  Ainsi  fe 
milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  instans  auxquels  ces  sommes 
se  rapportent ,  n'est  pas  exactement  le  milieu  de  l'intervalle  com- 
pris entre  l'heure  de  la  basse  mer  du  matin ,  du  second  jour  avant 
la  sysigie ,  et  celle  de  la  basse  mer  correspondante  du  cinquième 
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jour  qui  la .suit  ;  mais  il  se  rapproche  de  cette  seconde  limite ,  de 
0,0175. 

Si  les  deux  sommes  ioo9™47o,  et  ioio™*,886  étaient  égales,  ce 
milieu  seroit  l'instant  du  maximum  des  marées;  mais  la  seconde 
somme  surpassant  la  première,  de  1™,  4i6,  l'instant  de  ce  maximum 
est  un  peu  plus  près  de  l'heure  de  la  basse  mer  du  cinquième  jour 
après  la  sysigie.  La  hauteur  absolue  des  marées  de  ce  jour ,  et  du 
second  jour  avant  la  sysigie ,  varie  à  Brest ,  de  o™,i48o3, pendant 
une  moitié  de  l'intervalle  pris  pour  unité;  en  supposant  donc  que 
l'instant  du  maximum  des  marées  se  rapproche  d'un  centième  de 
cet  intervalle,  vers  la  seconde  limite  ,  la  somme  des  200  hauteurs 
relatives  à  la  seconde  limite ,  sera  augmentée  de  o™,5g2i2,  et  la 
somme  des  200  hauteurs  relatives  à  la  première  limite ,  sera  dimi- 
nuée de  la  même  quantité;  en  sorte  que  la  différence  de  ces  deux: 
sommes  sera        84a4;  et  puisque  l'observation  donne  i«,4i6pour 
cette  différence,  le  maximum  des  marées  doit  être  rapproché  par 
cette  considération,  de  0,01196,  de  la  seconde  limite;  en  ajoutant 
o,oi75,  a  cette  quantité,  on  aura  0,029.46  pour  le  temps  dont  le 
maximum  des  marées  se  rapproche  plus  de  l'heure  delà  basse  mer 
du  cinquième  jour  après  la  sysigie,  que  le  milieu  de  l'intervalle 
compris  entre  cette  basse  mer  et  celle  du  second  jour  avant  la 
sysigie;  ce  temps  évalué  en  parties  du  jour,  est  à  fort  peu  près 

O'-,O0O22. 

Maintenant,  le  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  ces  deux 
basses  mers,  est  le  même  que  le  milieu  compris  entre  la  basse 
nier  du  matin  du  jour  de  la  sysigie,  et  la  basse  mer  correspon- 
dante du  troisième  jour  qui  la  suit;  l'intervalle  de  deux  basses 
mers  consécutives  du  matin  ,  étant  alors  ii-,o27o5  ,  ce  second 
milieu  est  éloigné  de  i*,54o58,  delà  basse  mer  du  matin  du  jour 
de  Jasysigie.  L'heure  de  cette  basse  mer  peut  être  supposée  o*-,59657, 
-ne  dans  les  observations  de  la  table  II,  parce  que  l'heure 
j  enne  a  Brest,  des  cent  sysigies  que  j'ai  considérées  ,'a  été  de 
o  ,4boi  o  a-peu-près  comme  dans  les  observations  de  cette  table  ;  la 
sysigie  a  donc  suivi  de  oi-,o6556,  l'heure  de  la  basse  mer  du  matin, 
et  par  conséquent  elle  a  précédé  de  ^,47702,  le  milieu  de  l'in- 
tervalle compris  entre  les  deux  limites.  En  y  ajoutant  o%o3o22, 
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on  aura  i>-,5o724,  pour  l'intervalle  dont  le  maximum  de  lamarée  à 
Brest ,  suit  la  sysigie.  C'est  la  valeur  que  je  supposerai  dans  la  suite , 
à  cet  intervalle. 

2 5.  Déterminons  présentement  la  loi  des  variations  des  hau- 
teurs moyennes  absolues  des  marées,  et  des  marées  totales  de  la 
table  IL  Pour  cela ,  prenons  pour  unité  ,  l'intervalle  des  deux 
marées  consécutives  du  matin  ou  du  soir ,  vers  les  sysigies  ;  et 
nommons  Je ,  la  quantité  dont  l'instant  moyen  du  maximum  des 
marées  suit  le  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  six  jours 
d'observation  que  nous  avons  considérés.  Soit  a  —  b.f,  l'expres- 
sion générale  des  hauteurs  moyennes  absolues  des  marées  de  la 
table  II ,  t  étant  la  distance  à  l'instant  du  maximum.  Les  hauteurs 
moyennes  absolues  des  marées  correspondantes  aux  jours  — î,  o, 
1,2,  5,4,  seront, 

a—fjl+i/i  a—b.a  +  .l-y;  a—b.a  +  L-T;  a  —  b^^  —  Je)^ 

a—b.a—j-n  a—b.a—k)\ 

Si  de  la  somme  de  la  troisième  et  de  la  quatrième ,  on  retranche 
la  somme  des  extrêmes ,  on  aura  12 .  b  pour  la  différence.  Les  résul- 
tats de  la  table  II  donnent  2gme,297  pour  cette  différence ,  d'où  l'on 
tire  b—  2me,44i4. 

Si  l'on  représente  semblablement  par  a'—b'.f1  les  marées  totales 
de  la  table  II 5  on  trouvera  de  la  même  manière  , 

b'=  5me,2ig7. 

Suivant  la  théorie  exposée  dans  le  n°.  22,  b  =  {b' ,  et  par  consé- 
quent è  =  2mc,6og8.  La  différence  entre  cette  valeur,  et  celle-ci, 
2me,44i4  que  donnent  les  observations  des  hauteurs  moyennes  ab- 
solues des  marées ,  est  dans  les  limites  des  erreurs  des  observations  ; 
xnais  les  hauteurs  absolues  ayant  été  observées  avec  plus  de  soin, 
que  les  basses  mers,  nous  prendrons  pour  b ,  le  tiers  de  lasomme  des 
deux  valeurs  de  b  et  de  b',  données  par  les  observations,  et  pou 
le  double  de  ce  tiers;  nous  aurons  ainsi, 

È  =  2W,5557  ;       b'=  5me,io74 

Pour  déterminer  a  et  a,  nous  observerons  que  la  somme  des  six 
expressions  précédentes  des  hauteurs  moyennes  absolues  des  ma- 
rées 
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l'ées,  est  6  a — b.  {^L  +  6.ii}.  Cette  forme  est  par  les  observations 
de  la  table  II,  égale  k  iBqi^^z  ;  on  a  donc , 

_  1 591  "«,86a  +  (H-  +  6  Je) .  2m,',5537 
a-   .. 

On  a  de  la  même  manière , 

■  ,       1  Go6m«  239 +      +  6 5»e,  1074 

G  SI  . 

6 

L'heure  moyenne  de  la  sysigie  de  la  table  II  a  été  o' ,45667  5  en  lui 
ajoutant  i'-,5o724,  distance  de  la  sysigie  au  maximum  de  la  marée , 
on  aura  1'  ,96591  pour  la  distance  de  ce  maximum ,  au  minuit  qui 
précède  la  sysigie  à  Brest.  L'instant  moyen  entre  les  deux  marées 
du  jour  de  la  sysigie  ,  a  été  oj  ,5q657  ;  en  lui  ajoutant  \  de  l'inter- 
valle pris  pour  unité ,  et  qui  est  égal  à  1^,02705 ,  on  aura  i'-,g37i5 
pour  la  distance  du  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  six 
jours  d'observation ,  au  minuit  qui  précède  la  sysigie.  Si  l'on  retran- 
che cette  distance  ,  de  i>,g63gi  ;  on  aura  la  valeur  de  k  exprimée 
en  jours  et  égale  à  ôj/,02676  ;  en  la  divisant  par  1,02705  ,  on  aura 
en  parti«s  de  l'intervalle  pris  pour  unité ,  k  =  o,026o55  ;  ce  qui 
donne, 

a  =  272^,760  ;     a' =  282me,6o6  ; 
ainsi  l'expression  des  nombres  relatifs  aux  hauteurs  moyennes 
absolues  des  marées  de  la  table  II,  est 

272me,76o  —  2n,e,5557.i2  ; 

et  l'expression  des  nombres  de  la  même  table ,  relatifs  aux  marées 
totales,  est 

282me,6o6  —  5me,io74.  t; 

les  valeurs  de  t,  relatives  à  tous  ces  nombres ,  étant  respective- 
ment, 

— 2,5a6o55  ;    — i,526o55  ;    — o,o26o55  ;    ofà$efi&  ; 
i,473g45  ;  2,475g45j 
En  substituant  ces  valeurs ,  dans  les  deux  formules  précédentes , 
et  en  comparant  les  résultats ,  aux  nombres  de  la  table  II  ;  on  verra 
que  les  erreurs  sont  très-petites  et  dans  les  limites  de  celles  dontles 
observations  sont  susceptibles. 

Mécan.  cÈL.TçmeJL  li 
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Comparons  maintenant,  ces  formules  données  par  l'observa- 
tion, aux  formules  du  n°.  22  données  par  la  théorie  de  la  pesan- 
teur. Soit  e ,  la  hauteur  du  zéro  de  l'échelle  d'observation ,  au- 
dessus  du  niveau  d'équilibre ,  que  la  mer  prendroit  sans  l'action 
du  soleil  et  de  la  lune  :  soit  de  plus,  h  la  somme  des  quarrés  des 
cosinus  des  déclinaisons  du  soleil,  auxinstans  des  phases  dans  les 
sysigies  de  la  table  II ,  et  cette  même  somme  relativement  à  la 
lune  ;  on  aura  par  le  n°.  22  , 


a  =  A8e 

8g 


„  (h.L    h'.L')      b  - 
„  (h.L     h'.L'  16         „  , 


,606. 


3  L 

On  a  vu ,  n°.  11,  que  =  ome,i25i6.  La  latitude  de  Brest  étant  de 

555685* ,  on  a  à  très-peu  près  2  8  =  9286J0".  En  négligeant  vis-à- 

3  • 

vis  de  l'unité ,  la  fraction  — ,  très-petite  ,  parce  que  la  moyenne 

5  p 

densité  p  de  la  terre  ,  surpasse  plusieurs  fois  celle  de  la  mer  ;  on 
aura 

(1  +3- COS. 20 )   L  ,r 


Nous  verrons  ci-après ,  que  dans  les  moyennes  distances  de  la 
L  5L 

lune  à  la  terre  ,  —  =  -—..•  mais  la  distance  de  la  lune  clans  les 

r 3       r1  1 
sysigies ,  est  plus  petite  d'environ  ~  ,  que  sa  moyenne  distance  , 

à  raison  de  l'argument  de  la  variation  ,  qui  diminue  constamment 

.  .      L'     io5 L 

la  distance  lunaire  sysigie;  ainsi  l'on  a  dans  les  sysigies  ,—  =  —.—. 
J'ai  trouvé  que  relativement  aux  48  sysigies  de  la  table  II ,  on  ; 
h  =  44,i5399  ,       h'=  44,5o884  ; 

on  a  donc 


5-(l+g8gM'-B<^{^.fA-5fl;+^.fA^5a;}=4-v666; 
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et  par  conséquent, 

48. e—  4me,i666+i.  282™e,6o6  —     2™, 5537  =  272^,760  ; 
ce  qui  donne", 

e  —  2me,827. 

On  a  ensuite ,  en  réduisant  ^  à  la  moyenne  distance  de  la  lune  à 
la  terre , 

la  fraction  2P.  {h — f^./V }  étant  fort  petite,  on  peut  y  sup- 
poser, 

r3      *'\r3     r3]'  • 

on  aura  ainsi , 

■ y& t£)  «=  ^2-,756  ; 

d'où  l'on  tire , 

C'est  l'expression  de  la  marée  totale ,  qui  auroit  lieu  à  Brest ,  si 
le  soleil  et  la  lune  se  mouvoient  uniformément  dans  le  plan  de 
l'équateur  ;  car  on  a  vu  dans  le  n°.  22 ,  que  L'  dans  les  sysigies  des 
équinoxes,  se  change  dans  U .  (  1 — 2  m'.  Q.  cos.  t),  et  que  dans  les 

sysigies  des  solstices,  il  se  change  dans  L'.fi — IfLl^Y  en  sorte 

\         COS.ê  /' 

que  dans  l'ensemble  des  sysigies  de  la  table  II,  L'  doit  être  changé 
dans  L'.  |t — 771'.  Q-^cos-ê'+^-"7^|  »  or  on  a 

COS.  8  H  -  =  2  +  4.  —  , 

cos.  a  cos.s 

ce  dernier  terme  peut  être  négligé  par  rapport  au  premier ,  à 
cause  de  la  petitesse  de  ( sin.  3  s')*;  L'  doit  donc  ,  relativement  aux 
sysigies  de  la  table  II,  être  changé  en  L'.(i — 2m'.  Q),  comme 
si  la  lune  étoit  en  mouvement  dans  le  plan  même  de  l'équateur. 

Déterminons  la  variation  des  marées ,  près  de  leur  maximum , 

Ii  a 
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qui  résulte  de  la  théorie  de  la  pesanteur.  Pour  cela,  reprenons 
] 'expression  de  Y"  du  n°.  22  :  l'angle  i  ayant  varié  sensiblement 
dans  l'intervalle  des  48  sysigies  de  la  table  II  ;  il  sera  déterminé 
avec  une  exactitude  suffisante  pour  notre  objet,  en  prenant  pour 
cos.2  b',  une  moyenne  entre  les  quarrés  des  cosinus  des  déclinaisons 
de  la  lune ,  dans  les  vingt-quatre  sysigies  solsticiales  de  cette  table; 
soient  donc  p  etp'  les  sommes  des  quarrés  des  cosinus  des  décli- 
naisons du  soleil  et  de  la  lune  ,  dans  les  24  sysigies  des  équinoxes, 
et  q,  q',  les  mêmes  sommes  dans  les  vingt-quatre  sysigies  des  sols- 
tices ;  nous  pourrons  supposer  à  très-peu  près  , 


sin.e/3=   '     '   ,•  cos 

24 


Le  terme  multiplié  par  F  dans  l'expression  de  Y",  deviendra  ainsi, 
relativement  aux  vingt-quatre  sysigies  équinoxiales  , 

et  le  même  terme  relatif  aux  24  sysigies  solsticiales ,  sera 

—  se  rapportant  ici  à  la  moyenne  distance  de  la  lune  à  la  terre. 
J'ai  trouvé , 

p  =  25,68196  ;   ^'=  23,75355  ;    g-  =  2o,452o3  ;    /  =  3o,755ag. 
v  est  le  moyen  mouvement  synodique  de  la  lune ,  dans  l'intervalle 
de  i'-,027o5,  et  ce  mouvement  est  de  i4i866",  en  ayant  égard  à 
l'argument  de  la  variation  qui  augmente  constamment  ce  mou- 
vement dans  les  sysigies.On  aura  ainsi  —  3me,2o4o.*2,  pour  la  valeur 
du  terme  multiplié  par  f,  dans  l'expression  de  Y",  relative  aux 
vingt-quatre  sysigies  équinoxiales,  et  — ime,8977 .  *•  pour  la  valeur 
du  même  terme  relatif  aux  vingt-quatre  sysigies  solsticiales 
ierme  relatif  à  l'ensemble  de  toutes  les  sysigies,  sera  donc 
 5me  10i7.£\  Les  observations  nous  ont  donné,  dans  le  n°.  pré- 
cédent, —  5mc,io74.f,  pour  ce  même  terme  ;  ainsi  elles  s'accordent 
parfaitement  à  cet  égard ,  avec  la  théorie. 
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Q>6.  Comparons  séparément  les  observations  des  sysigies  des 
équinoxes  ,  et  celles  des  sysigies  des  solstices  de  la  table  I.  Si  l'on 
détermine  par  la  méthode  du  n°.  précédent ,  les  expressions  des 
hauteurs  absolues  et  des  marées  totales  des  sysigies  des  équinoxes 
données  par  les  observations  de  cette  table  ;  on  trouvera 

i4ome,432  —  ime,58i  1 .  , 

pour  l'expression  des  hauteurs  absolues  des  marées  des  équinoxes  ; 
et  i5ome,255  —  3me,i625.£% 

pour  l'expression  des  marées  totales.  On  trouvera  semblablement , 

i32me,328  —  ome,9725.  t1 , 
pour  l'expression  des  hauteurs  absolues  des  marées  des  solstices  ;  et 

i02m%5ji  —  irae,g45i.i% 
pour  l'expression  des  marées  totales  correspondantes. 

On  voit  d'abord  que  les  marées  totales,  en  partant  du  maximum, 
décroissent  plus  rapidement  dans  les  sysigies  des  équinoxes,  que 
dans  celles  des  solstices.  Ce  résultat  de  l'observation  est  entière- 
ment conforme  à  la  théorie  qui  ,  comme  on  vient  de  le  voir , 
donne  — 5me,2o4o,  et  — imc,8o,77,  pour  les  coefficiens  de  t",  qui 
diffèrent  très-peu  des  nombres  — ome,i6,20,  et  — ime,g45i,  donnés 
par  les  observations. 

Si  l'on  suppose  t=o  ,  dans  les  expressions  précédentes  ;  on  aura 
8me,io4  pour  l'excès  des  hauteurs  moyennes  absolues  des  marées 
des  équinoxes,  sur  celles  des  solstices,  et  i7me,864  pour  l'excès  des 
marées  totales  correspondantes  des  équinoxes  ,  sur  celles  des  sols- 
tices. Ce  second  excès  est  un  peu  plus  que  double  du  premier.  Par 
le  n°.  22 ,  il  doit  surpasser  le  double  du  premier,  de  la  quantité, 

ui  réduite  en  nombres,  est  égale  à  2TOe,o5o.  Les  observations  don- 
nent imc,656 ,  pour  cette  même  quantité  :  la  différence  est  dans  les 
limites  des  erreurs  dont  elles  sont  susceptibles. 

L'excès  i7m<,,864  des  marées  totales  des  sysigies  des  équinoxes, 
sur  celles  des  solstices ,  est  l'effet  des  déclinaisons  du  soleil  et  de  la 


s54         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

lune,  qui  aflbiblissent  l'action  de  ces  astres  sur  la  mer.  Cet  excès, 

par  le  n°.  22,  est  égal  à 

(L  4i  L'  /  .  ,  „  ,        ,r  am'.0-i\~) 

^.{-.rM^^o^{p^^x-w.Q.cos.o-?Xl--^]);y 

ou  à 

2P.[^(p-g)+4£.^.(i~2m'.Q).(p'-q')] 

+  2P.^-.^.2m'.Q.(i—cos.i').(p'+  -^-7); 
r J  40  \       cos.  s  / 

or  on  a  par  le  n°.  précédent ,  ■ 

2 P '      +     (l~ 2  m'm  Q) }  =  6me'249°  5 
X,' 

de  plus ,  on  verra  ci-après,  que  — .  (i—2m\  Q)  est  à  très-peu  près 
égal  à  —  enfin,  on  peut  supposer  ici  cos.ê'2=  —  la  fonction 
précédente  devient  ainsi, 

I9"49^+1_flm^g-l6"955- 

En  l'égalant  à  l'excès  observé,  i7me,864;  on  pourra  déterminer 
nm'.Q,  et  l'on  trouvera , 

2  m' .  Q  =  —  0,10657. 

Il  semble  donc  résulter  des  observations  précédentes  ,  que  la  rapi- 
dité du  mouvement  de  la  lune  dans  son  orbite  ,  augmente  à  Brest, 
d'environ  7^ ,  l'action  de  la  lune  pour  soulever  les  eaux  de  la  mer, 
comme  elle  retarde  d'un  jour  et  demi,  l'instant  du  maximum  des 
marées  ;  mais  cet  élément  délicat  doit  être  déterminé  par  un  plus 
grand  nombre  d'observations.  p 
in.  Comparons  enfin,  les  marées  des  sysigies  des  solstices 
d'hiver ,  à  celles  des  sysigies  des  solstices  d'été  de  la  table  I ,  pour 
avoir  l'effet  de  la  variation  des  distances  du  soleil  à  la  terre,  sur 
les  marées.  Si  l'on  ajoute  ensemble ,  les  marées  totales  des  jours 


PREMIERE  PARTIE,  LIVRE  IV.  a55 

1  et  2,  dans  les  solstices  d'hiver  de  la  table  I;  on  aura  i54nie,702 
pour  leur  somme.  La  même  somme  dans  les  marées  sysigies  des 
solstices  d'été  est  i2Q,,n'!,oo,o,plus  petite quelaprécédente,  de  5me,6i2- 
ce  qui  prouve  l'influence  de  la  plus  grande  proximité  du  soleil,  en 
hiver  qu'en  été  ,  sur  les  marées. 

Pour  comparer  sur  ce  point ,  la  théorie  de  la  pesanteur ,  aux 
observations;  nommons  /,  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des 
déclinaisons  du  soleil  dans  lès  sysigies  des  solstices  d'été  de  la 
table  I  ;  nommons  /',  la  même  somme  pour  la  lune.  Considérons 
ensuite ,  que  le  soleil  est  d'environ  ~  plus  près  de  nous ,  en  hiver 
que  dans  sa  moyenne  distance  ,  ce  qui  augmente  d'un  vingtième  la 

valeur  de  — ,  qui ,  par  la  raison  contraire ,  est  diminuée  d'un 

vingtième  en  été.  Cela  posé  ,  les  formules  du  n°.  22  ,  donnent 

pour  l'excès  que  les  observations  ont  donné  égal  à  5me,6i2  ;  or  on  a 

=  —  i  2P.-=i.6-,249o; 

j'ai  trouvé  de  plus ,  1=  10,16776  ;  V  ==  io,54i3i  ;  la  fonction  pré- 
cédente devient  ainsi ,  4me,257  ;  ce  qui  ne  diffère  que  de  ime,555,  du 
résultat  de  l'observation. 

28.  L'effet  de  la  variation  des  distances  à  la  terre,  est  beau- 
coup plus  sensible  pour  la  lune ,  que  pour  le  soleil.  Afin  de  com- 
parer sur  ce  point,  la  théorie  aux  observations;  j'ai  ajouté  les 
marées  totales  du  premier  et  du  second  jour  après  celui  de  la  sysi- 
gie ,  dans  douze  sysigies  où  le  demi-diamètre  de  la  lune  ,  alors  voi- 
sine du  périgée  ,  surpassoit  5o',  et  dans  les  douze  sysigies  voisines 
et  correspondantes  où  le  demi-diamètre  de  la  lune  ,  alors  voisine  de 
>n  apogée,  étoit  au-dessous  de  28';  j'ai  choisi  ces  deux  jours,  parce 
qu'ils  comprennent  entre  eux  l'instant  du  maximum  des  marées 
dont  ils  sont  très-proches.  La  table  suivante  renferme  les  jours 
de  ces  sysigies ,  et  les  marées  totales  qui  leur  correspondent 
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TABLE  III. 


Jours  de  la  sysigie.       Marées  totales  périgées.      Marées  totales  apogées. 

1714.  16  janvier  ....  i5me,5o5 

5o  janvier   io""\654 

i4  avril  ±5  ,52g  " 

2g  avril   10  ,778 

10  août   10  ,455 

25  août  i4  ,126 

8  sept   10  ,61 4 

25  sept   i4  ,53g 

8  oct   10  ,681 

25  oct  i5  ,470 

j.71.5.   5  mars  i4  ,5oo 

20  mars   10  ,g85 

4  avril  i4  ,061 

18  avril   10  ,072 

12  oct  i4  ,4i5 

27  oct   10  ,45i 

11  nov  i5  ,7x1 

26  nov   g  ,g86 

1716.  6  mai   10  ,244 

21  mai  i5  ,186 

5  juin   g  ,5g2 

îg  juin  i5  ,47g 

4  juillet   g  ,75o 

xg  juillet  12  ,i55 


On  voit  par  cette  table  ,  que  les  marées  totales  correspondante» 
aux  demi-diamètres  de  la  lune ,  plus  grands  que  3o',  sont  cons 
tamment  plus  grandes  que  celles  qui  correspondent  aux  demi- 
diamètres  plus  petits  que  28'.  Si  l'on  ajoute  ensemble  les  marées 
totales  relatives  aux  plus  grands  demi-diamètres  ;  on  aura  i64me,256, 
pour  leur  somme.  Celle  des  marées  totales  relatives  aux  douze  plus 

petits 
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petits  demi-diamètres ,  est  i24me,56o.  La  différence  de  ces  deux 
sommes  est  5gme,6c)6i.  Voyons  ce  qu'elle  doit  être  par  la  théorie. 

Si  l'on  néglige ,  comme  on  l'a  fait  dans  l'expression  de  y"  du 
n°.  21,  la  quantité  (^4')  qui,  dans  le  cas  présent ,  est  insensible, 
soit  par  elle-même  ,  soit  parce  que  les  déclinaisons  de  la  lune  ont 
été  alternativement  boréales  et  australes  dans  les  observations  de  la 
table  III  ;  il  est  visible  par  cette  expression ,  que  l'on  aura  la 
partie  de  la  différence  demandée ,  relative  aux  termes  dépendans 
de  P,  i°.  en  prenant  le  demi-diamètre  moyen  de  la  lune,  dans 
les  vingt-quatre  observations  de  la  table ,  demi-diamètre  que  je 
trouve  égal  à  2917";  2°.  en  multipliant  dans  chaque  observation, 
le  quarré  du  cosinus  de  la  déclinaison  de  la  lune  ,  par  le  cube  du 
rapport  de  son  demi-diamètre ,  à  2917";  3f.  en  faisant  une  somme 
de  ces  produits  relatifs  aux  douze  observations  dans  lesquelles  le 
demi-diamètre  de  la  lune  surpasse  5o',  somme  que  je  trouve  égale  à 
i5,5846 ,  et  en  en  retranchant  la  somme  des  mêmes  produits  rela- 
tifs aux  douze  observations  dans  lesquelles  le  demi -diamètre  de 
la  lune  a  été  au-dessous  de  28',  et  que  je  trouve  égale  à  9,0628  ; 
4°.  enfin  en  multipliant  la  différence  4,2218  de  ces  deux  sommes , 

par  4P.—  ,  r  étant  ici  la  distance  moyenne  sysigie  de  la  lune, 

ce  qui  donne  4P. ^.4,2218,  pour  la  partie  de  la  différence  de- 
mandée ,  qui  dépend  de  P.  ' 

Pour  avoir  la  partie  qui  dépend  de  Q ,  nous  observerons  que 
par  le  n°.  20 ,  cette  partie  ajoute  à  l'expression  de  y",  le  terme 

—  2PQ.  —  .i-.cos.V;  on  a  par  le  n°.  ai,  ^--cos,V=  —  .cos.é'.- 
dt  t3  dt  dt  ' 

et  si  l'on  prend  pour  unité ,  la  moyenne  distance  de  la  lune  à  la 

i      i  ,    dT'  m' 

terre  ,  on  a  a  très-peu  près  —  =  —  le  terme  précédent  devient 

usi,  —  2m'PQ.^  .  cos.ê',-  cos.  2'  pouvant  être  supposé  égal  à 


,  q  étant  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  déclinai- 


sons  de  la  lune  clans  les  vingt-quatre  sysigies  de  la  table  II,  somme 
qui  par  le  n°.  précédent,  est  égale  à  20,75529.  On  aura  donc  lapartie 
Mjîcan.  c£L.  Tome  II,  K_k 
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de  la  différence  cherchée ,  relative  à  Q ,  ï°.  en  faisant  une  somme 
des  cinquièmes  puissances  du  rapport  du  demi-diamètre  de  la  lune 
dans  chaque  observation  périgée,  à  2917",  et  en  en  retranchant 
la  même  somme  relative  aux  observations  apogées  ;  20.  en  mul- 
tipliant le  reste,  par  —  8  m'PQ.^ .  y  h-  °n  trouve  ainsi 
—  Zm'PQ.1^. 6,8091 ,  r'  se  rapportant  ici  à  la  moyenne  distance 

sysigie  de  la  lune. 

En  ajoutant  les  deux  parties  dépendantes  de  P  et  de  Q,  la  diffé- 
rence demandée  sera 

gm'PQ.^.Ci—  2ot'.Q;.2,6875 

ïP.~.(l-2m'.Q).  4,22l8  —  x-am'.g  

on  a  par  le  n°.  25  , 

zJ?Â.(i~+*id*  Q)  =  lrî-6me,249o, 

r  1 

la  différence  précédente  devient  ainsi , 

2  m  ■  Q        L  „ 

4o»c,56:~  ^-.25-819. 

'  1  —  2  m  ■  y 

En   l'égalant  à  la  différence  observée  39roe,6g6i  ,  011  trouve 

2  m'Q  =o,o54a5  ,  valeur  insensible  et  d'un  signe  contraire  à  celui 

de  la  valeur  déterminée  dans  le  n°.  précédent ,  par  les  phénomènes 

des  marées  ,  relatifs  aux  déclinaisons.  On  voit  par  la  grandeur  du 

coefficient  de  2  m  .  Q,  clans  la  différence  précédente,  que  les  phé- 

'  nomènes  des  marées  ,  dépendans  de  la  variation  de  la  distance  de  la 

lune  à  la  terre,  sont  très-propres  à  la  déterminer,  et  il  en  résulte 

que  à  m1 .  Q  est  très-petit  et  même  insensible  à  Brest. 

En  vertu  c]es  inégalités  de  la  seconde  espèce ,  ou  dont  la  période 

est  à-peu -près  d'un  jour,  les  marées  du  soir  surpassent  à  Brest, 

celles  du  matin  ,  dans  les  sysigies  des  solstices  d'été  ;  elles  en  sont 

surpassées  dans  les  sysigies  des  solstices  d'hiver.  Pour  déterroir 

la  quantité  de  ce  phénomène,  j'ai  ajouté  dans  dix-sept  sysig 

vers  les  solstices  d'été ,  l'excès  des  marées  du  soir  sur  celles  du 

matin  ,  le  premier  et  le  second  jour  après  la  sysigie.  Le  maximum 

des  marées  tombant  à -peu -près  au  milieu  de  ces  deux  jours 

d'observation ,  la  variation  journalière  de  la  hauteur  des  marées 
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dues  aux  inégalités  de  la  troisième  espèce ,  est  presque  insensible 
dans  le  résultat  qui  ne  doit  par  conséquent ,  renfermer  que  l'excès 
des  marées  du  soir  sur  celles  du  matin,  dù  aux  inégalités  de  la 
seconde  espèce.  La  somme  de  ces  excès  dans  les  trente-quatre  jours 
d'observation  ,  a  été  de  6mo,i5i. 

J'ai  ajouté  pareillement  l'excès  des  marées  du  matin  sur  celles 
du  soir,  dans  onze  sysigies  vers  les  solstices  d'hiver.  La  somme  de 
ces  excès  dans  les  vingt-deux  jours  d'observation,  a  été  de  4mc,iog. 
En  prenant  un  milieu  entre  ces  deux  résultats ,  l'excès  d'une  ma- 
rée du  soir  sur  celle  du  matin ,  dans  les  sysigies  des  solstices  d'été , 
ou  d'une  marée  du  matin  sur  celle  du  soir  ,  dans  les  sysigies  des 
solstices  d'hiver ,  en  vertu  des  inégalités  de  la  seconde  espèce ,  est 
de  ome,]83. 

Cet  excès  est ,  par  le  n°.  <u  ,  égal  à 

2^.  |  — .sin.^.cos. t>-f  —  .sinV.cos.  v'  j.cos.f*. —  y); 

cette  fonction  est  donc  égaleà  om%i83.  Il  est  probable  que  cos.fx — y  ) 
diffère  peu  de  l'unité  ;  une  longue  suite  d'observations  des  basses 
mers  du  matin  et  du  soir,  fera  connoître  exactement  sa  valeur. 

Des  hauteurs  des  marées  vers  les  quadratures. 

1 Q .  Pour  déterminer  ces  hauteurs  par  la  théorie,  nous  repren- 
drons les  expressions  complètes  de  y'  et  de  y"  du  n°.  ai  ,  et  nous 
observerons  que  si  l'on  change  4'  dans  ioo°-f  4'  ou  dans  5oo°-l-4', 
suivant  que  la  lune  est  vers  son  premier ,  ou  vers  son  second  quar- 
tier 5  on  aura ,  en  réduisant  y'  et  y"  en  séries  ,4' — 4  étant  supposé 
peu  considérable  ,  comme  cela  a  lieu  vers  les  quadratures ,  et  eu 
négligeant  les  termes  multipliés  par  Q  , 

,         (1  +  3.COS.2";  CL  „    .  L'  1 

y  =«   -.Ci— 3.sm.v;  +  -.Ci— 5.sin.V;  [ 

H1- si)  J 

+  P.|  —  .cos.V— — .cos.V  | 
_  L  L' 

2  X1.—.  COS.'  P.  —  .COS.V 


~rr  1  <w-m 


—  .COS.V'  r.  COS.V 

r  '  r1 


Kk  2 


o 
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y"  =  ^4 .  — .  sin.?' .  cos.?' .  sin. ( y )  rfc  A .  — .  sin .v .  cos ,v .  cos.  (a-j^) 
?■ 3  r3 


+  2P 


cos.2?'— —.cos.  V 


4P. — .  cos.  V . — .  cos. 2  ?' 
+   J  -.a'-iX; 


.cos."?  r. cos.  ? 


le  signe  +  ayant  lieu  vers  le  premier  quartier  de  la  lune,  et  le 
signe  — ,  vers  son  second  quartier. 

L'excès  de  la  marée  du  soir  sur  celle  du  matin  à  Brest,  dans  les 
quadratures  des  équinoxes ,  est  en  vertu  des  inégalités  de  la  seconde 

espèce , 

—  2  A. — .  sin.?' .  cos .  ?' .  cos.  f* — y), 
r  3 

Il  en  résulte  par  le  n".  précédent,  qu'à  Brest,  la  marée  du  soir 
surpasse  celle  du  matin,  dans  les  quadratures  des  équinoxes  du 
printemps  ;  elle  en  est  surpassée  dans  les  quadratures  des  équi- 
noxes d'automne. 

Si  dans  un  nombre  2  i  de  quadratures  vers  les  équinoxes ,  on 
considère  les  hauteurs  absolues  et  les  marées  totales  des  jours 
voisins  de  la  quadrature  ;  en  nommant  I"  la  somme  des  hauteurs 
moyennes  absolues,  on  trou vera  par  l'analyse  suivant  laquelle  Y'. 
a  été  déterminé  dans  le  n°.  22  , 

-^-^4^a-3.sin.VO  +  ^.rx--3.sin^;} 

*gv-tP) 

+  2iP.  |^.cos.°>P"—  -^.cos^  J 


L' 


•.cos. 


+  niP.—.(f+-^).  {r'-r.cos  ^'.cos.e}  2  J  1,061  î.sinA'+yr 


-.cos 


r3  * 


t  étant  depuis  le  minimum  de  la  hauteur  moyenne  absolue  des  ma- 
rées ,  jusqu'à  l'instant  que  l'on  considère ,  le  nombre  des  intervalles 


—  .cos.  V 
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d'une  marée ,  à  la  marée  correspondante  du  jour  suivant ,  vers  les 
quadratures  des  équinoxes  ;  r  et  r'  sont  les  mouvemens  du  soleil  et 
de  la  lune  dans  cet  intervalle  ,  eu  égard  à  l'argument  de  la  varia- 
tion ,  qui  diminue  constamment  le  mouvement  lunaire ,  dans  les 
quadratures  j.  s  et  «'  sont  les  inclinaisons  des  orbes  de  ces  astres, 
à  l'équateur. 

La  valeur  de  Y'  relative  à  ii  quadratures,  dont  jsont  vers  les 
solstices  d'hiver ,  et  i  vers  les  solstices  d'été  ,  est 

-  "••fi  +  3-co»«;  .|4.a„5.sin,^;  +  £,ri^5.sin.^9} 
+  a  iP.  j^.  cos.^'—  cos.^j 

+  2  i P . %. (f  +  -i-J .  [  r'.cos.  •' — —Y.  )  fr—  7  J  ,0  61 1 .  tang.  V 

T'         "    l  cos^    Kcos.^-4.cos.^  < 

En  nommant  F", les  marées  totales  correspondantes  à  Y';  on  aura 
dans  les  2  i  quadratures  des  équinoxes , 

4iP.  j^.cos.2/^—  ^.cos.^J 

+  4  iP.—.(tt+ i-J.  {r'-r.  cos.  V.çqza }  \  \  1,061  i.sin.V+^  7  > 

r  )  -cos.V^'-  —  .cos.VH 

et  dans  les  ii  quadratures  des  solstices  , 

kiP.       •  cos.^'—  ^,  cos.^] 

r       C  — -cos.5^ 

î*P.^.Cii  +  jV;-fr'-cos.ê'  f.fe  ï  ï  ,0611. tang.  V 

K  t  —.cos.  r  .cos.  r 

V  r  3  ,  > 

Enfin ,  on  verra  comme  dans  le  n°.  S2 ,  que  pour  avoir  égard  aux 

/      2m'.  Ç\ 

termes  dépendans  de  Q,  il  suffit  de  changer  JJ  dans  L  .f  1—      ^,  1 
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dans   les   expressions   relatives   aux  équinoxes  ;   et  L'  dans 

L'.(  1 — im! .  Q.  cos.  t)  ,  dans  les  expressions  relatives  aux  solstices. 

3o.  Pour  comparer  ces  résultats  aux  observations,  j'ai  pris 
dans  le  recueil  cité ,  les  observations  relatives  à  vingt-quatre  sysi- 
gies  vers  les  équinoxes ,  et  à  vingt-quatre  sysigies  vers  les  sols- 
tices ,  en  considérant  toujours  deux  quadratures  consécutives* 
Voici  les  jours  de  ces  quadratures,  à  Brest. 

Quadratures  des  équinoxes. 

Aimées. 

1711.  5  septembre  ,  ig  septembre  ,  4  octobre  ,  18  octobre. 

1712.  1 5  mars,  2g  mars,  24  août,  8  septembre,  22  septembre, 

7  octobre. 

1714.    18  août,  1  septembre  ,  17  septembre,  00  septembre. 
173.5.    12  mars,  28  mars,  22  août,  6  septembre. 
1716.    1  mars,  i5  mars,  5o  mars,  i4  avril,  8  septembre,  23  sep- 
tembre. 

Quadratures  des  solstices, 

1711.  20  juin,  7  juillet. 

1712.  27  mai,  12  juin  ,  25  juin ,  11  juillet. 

1714.  21  mai,  5  juin,  20  juin,  4  juillet,  i4  décembre,  28  dé- 

cembre. 

1715.  26  mai, 8 juin,  24juin, 8  juillet,  îSnovembre,  5  décembre, 

17  décembre. 

1716.  2  janvier,  28  mai,  12  juin,  27  juin ,  11  juillet. 

J'aurois  désiré  de  considérer  autant  de  quadratures  vers  les  solstices 
d'biver ,  que  vers  les  solstices  d'été  ;  mais  le  défaut  d'observations 
ne  me  l'a  pas  permis. 

Dans  chacune  de  ces  quadratures  ,  j'ai  pris  une  moyenne  entr 
les  hauteurs  absolues  de  deux  marées  consécutives ,  pour  former 
ce  que  je  nomme  hauteur  moyenne  absolue  des  marées.  J'ai  consi- 
déré d'abord  les  deux  marées  du  jour  de  la  quadrature  ;  ensuite  les 
deux  marées  suivantes ,  puis  les  deux  marées  qui  les  suivent;  enfin 
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les  deux  marées  qui  suivent  ces  dernières;  en  sorte  que  souvent  les 
deux  marées  dont  j'ai  considéré  l'ensemble,  n'ont  point  eu  lieu  le 
même  jour.  La  marée  totale  est  l'excès  de  la  hauteur  moyenne  abso- 
lue, sur  la  basse  mer  intermédiaire.  Je  désigne  par  o,  1  ,  2,  3, 
les  numéros  de  ces  marées,  en  commençant  par  celle  du  jour  delà 
quadrature.  Plusieurs  fois,  la  hauteur  de  la  basse  mer  n'a  point  été 
observée  ;  quelquefois  même  ,  on  n'a  dbservé  qu'une  des  deux 
hauteurs  de  chaque  jour.  J'ai  fait  usage  ,  pour  suppléer  à  ce  défaut 
d'observations  ,  de  la  même  méthode  que  j'ai  employée  pour  les 
marées  sysigies.  J'ai  obtenu  ainsi,  les  résultats  suivans. 

TABLE  IV. 

Quadratures  des  ëquïnoxes. 
N"\  des  marées.         Hauteurs  moyennes  absolues.         Marées  totales, 

0   99raoj5n  69rae,835 

1   94  282   58  ,638 

2   96  ,059  62  ,583 

5  105  ,65g  81  ,542 

Quadratures  des  solstices. 

0   106me,ii7   82ra,,,244 

1   102  ,997   76  ,289 

2   io3  ,220   76  ,654 

5   106  ,760   84  ,4g8 

5  1  .  Considérons  d'abord  l'ensemble  de  ces  observations.  On 
aura  relativement  aux  quarante-huit  quadratures,  les  résultats 
suivans. 

TABLE  V. 

\  des  marées.  Hauteurs  moyennes  absolues.  Marées  totales. 

o  2o5me,628   i52mc,o79 

1  197  5279  i34  ,927 

2  199  ,279  i3g  jo37 

5  212  ,399   .   .   .  .    i65  ,84» 
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Prenons  pour  unité ,  l'intervalle  de  deux  marées  du  matin  ou  du 
soir ,  vers  les  quadratures  ,  et  pour  époque  ,  l'instant  moyen  entre 
les  deux  marées  du  jour  de  la  quadrature  à  Brest.  Soit  pour  un  jour 
quelconque  voisin  de  cette  phase,  a  —  bx  +  cxa,  l'expression  de  la 
hauteur  absolue  de  la  marée;  x  étant  le  nombre  des  intervalles  pris 
pour  unité  ,  dont  cette  marée  suit  l'époque.  Si  cette  expression  se 
rapporte  à  une  marée  du' matin  ,  l'expression  de  la  marée  du  soir 
du  même  jour,  sera  a  —  b.  (x  +  {)  +  c.  (x  +  ^)%  en  ne  considérant 
que  les  inégalités  dont  la  période  est  à-peu-près  d'un  demi-jour.  En 
ajoutant  ces  deux  expressions ,  la  moitié  de  leur  somme  sera  la 
hauteur  moyenne  absolue  de  la  mer  ;  l'expression  de  cette  hauteur 
est  ainsi , 

a  +  -^c  —  b.(x  +  i)  +  c.(x  +  y\ 
L'expression  de  la  basse  mer  intermédiaire ,  est  suivant  la  théorie, 
de  la  forme 

a'+b.(x+±)  —  c.(x  +  ^; 
en  faisant  donc  x-\-\~t,  l'expression  de  la  marée  totale  sera  de 
la  forme 

m  —  2  bt+'2  et1. 

b 

Le  minimum  de  cette  marée  a  lieu  ,  lorsque  i  =  —  ;  cette  valeur 

de  t  est  pareillement  la  valeur  de  x  ,  correspondante  au  minimum 
de  la  formule  a  —  bx+cx*. 

Pour  déterminer  —  ,  on  peut  faire  usage  des  marées  totales  de 

BC 

là  table  V  ;  mais  les  hauteurs  absolues  de  la  même  table ,  ayant  été 
observées  avec  plus  de  soin  que  les  marées  totales;  nous  ferons 
usage  de  leur  ensemble.  Soient  donc/,/',/",/'",  les  quatre  sommes 
que  l'on  obtient ,  en  ajoutant  la  hauteur  moyenne  absolue ,  à  la 
marée  totale  qui  lui  correspond  dans  la  table  ;  l'expression  analy- 
tique de  ces  sommes ,  sera  de  la  forme  h  —  ibt+  i.ct*.  En  supposant 
successivement  t  —  o,  t  =  i,  *  =  2 ,  £=5,  on  aura  les  valeurs  dt 
/,  /',  /",  f",  d'où  l'on  tirera 

4ic=/-/-^/"+/"'; 

ib==  oic~\  ; 

4 

et 
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et  par  conséquent, 

On  verra  ci-après  ,  que  l'intervalle  pris  pour  unité,  est  V;o52i; 
ainsi,  l'intervalle  depuis  l'époque  jusqu'au  minimum  des  marées  , 
évalué  en  jours  ,  est  ii-,563g.  Dans  ces  observations,  l'heure  de 
l'époque  a  été  à  Brest,  o'-,6i2i,  et  l'heure  moyenne  de  la  quadrature 
a  été  o'-,4683  ;  en  sorte  que  la  quadrature  a  précédé  l'époque  de 
,  o'-,i458.  En  ajoutant  cette  quantité  à  i''-,363q,  on  a  î^So??  P°ur 
l'intervalle  dont  le  minimum  de  la  marée  suit  la  quadrature  ;  ce 
qui  diffère  très-peu  de  l'intervalle  ii-,5o724,  dont  on  a  vu  dans  le 
n°.  24,  que  le  maximum  des  marées  suit  la  sysigie  :  ces  deux  inter- 
valles sont  donc  égaux ,  comme  ils  doivent  l'être  par  la  théorie. 
Nous  les  supposerons  l'un  et  l'autre  de  i'-,5o724. 

.Déterminons  la  loi  des  variations  des  hauteurs  moyennes  abso- 
lues, et  des  marées  totales,  dans  les  quarante-huit  quadratures 
précédentes.  Pour  cela,  prenons  pour  unité,  l'intervalle  de  deux 
marées  consécutives  du  matin  ou  du  soir  vers  les  quadratures  , 
et  nommons  è,  la  quantité  dont  l'instant  moyen  du  minimum  des 
marées  a  précédé  le  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  quatre 
jours  d'observations.  Soit  a+bt»  l'expression  générale  des  hauteurs 
moyennes  absolues  de  la  table  t  étant  la  distance  à  l'instant 
du  minimum  de  ces  hauteurs.  Les  hauteurs  moyennes  absolues 
correspondantes  aux  n°3.  o,  1,  2,  3,  seront 
a  +  b.Q-k)*;  a  +  b.Q-if;  a+b.a+&)*;  a  +  b.(l  +  k)\ 
Si  de  la  somme  des  deux  extrêmes,  on  retranche  la  somme  des 
deux  moyennes  ;  fin  aura  kb  pour  la  différence  qui  par  la  table  V, 
est  égale  à  âi",469  î  d'ou  l'oû  tire  b  =  5m%56rj2. 

Si  l'on  représente  semblablement  paxa'+b'F,  les  marées  totales 
de  la  table  V,  on  trouvera  de  la  même  manière  ,  b'  =  iome,g887 
Suivant  la  théorie  b  =  ±b'=  5-,4943;  la  différence  entre  cette  va- 
ur  de  b  et  la  précédente,  est  dans  les  limites  des  erreurs  des  ob- 
servations. 

Si  l'on  prend  pour  b ,  le  tiers  de  la  somme  des  deux  valeurs  de  b 
et  de  b',  et  pour  b'  le  double  de  ce  tiers  •  on  aura 

i  =  é~,45ao  ï       b'=  io™,9o4o. 
Mjîcan.  cél.  Tome  II.  L  j 
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Pour  déterminer  a  et  a',  nous  observerons  que  la  somme  des  quatre 
expressions  précédentes  des  hauteurs  absolues  des  marées  ,  est 
4  a+ b .  (5  +  4 .  k*).  Cette  somme  est  par  la  table  V,  égale  à  8  i4me,585  ; 
on  a  donc , 

«  =  -  . 

On  trouvera  de  la  même  manière , 

5gira,,;883  — f5  +  4^î;.io™e,go4o 
a-  -  . 

Pour  déterminer  Je ,  nous  observerons  que  l'heure  moyenne  de  la 
quadrature  à  Brest,  dans  les  quarante  -  huit  quadratures  de  la 
table  V,  à  été  o'-,468ag;  en  lui  ajoutant  i'-,5o7a4,  distance  de  la 
quadrature,  au  minimum  des  marées,  on  aura  V;2<]553 ,  pour  la 
distance  de  l'instant  du  minimum  des  marées  ,  au  minuit  qui  pré- 
cède la  quadrature.  L'instant  moyen  à  Brest ,  entre  les  deux  marées 
du  jour  de  la  quadrature  ,  a  été  dans  les  observations  de  la  table  V, 
o'-,6iai5  ;  en  lui  ajoutant  |  de  l'intervalle  pris  pour  unité ,  et  qui 
est  égal  à  i '-,06207,  on  aura  a'-,igoa5,  pour  la  distance  du  minuit 
qui  précède  la  quadrature,  au  milieu  de  l'intervalle  compris  entre 
les  observations  extrêmes  delà  table.  Sil'on  en  retranche  i'-,g7553; 
la  différence  o'-,2i472  sera  la  valeur  de  k ,  exprimée  en  jours  :  en  la 
divisant  par  11 -,06207,  on  aura  o,2o4og5  pour  cette  valeur  expri- 
mée en  parties  de  l'intervalle  pris  pour  unité  ;  d'où  l'on  tire 

a  =  1  g6'Ee,6o4  ;       a'  =  1 53me,886  ; 

ainsi  l'expression  des  nombres  de  la  table  V,  relatifs  aux  hauteurs 
absolues  des  marées  ,  est 

ig6m,,,6o4+  5rae,45ao.  t  ; 

et  l'expression  des  nombres  de  la  même  table  ,  relatifs  aux  marées 
totales ,  est 

1 55me,886  -f  1  ome,go4o .  t\ 
Comparons  maintenant  ces  formules  données  par  robservatio' 
aux  formules  du  n°.  2g,  données  par  la  tliéorie  de  la  pesanteul. 
Soit  e  la  hauteur  du  zéro  de  l'échelle  d'observation,  au-dessus  du 
niveau  d'équilibre  que  la  mer  pren droit  sans  l'action  du  soleil  et  de 
la  lune  ;  soit  de  plus ,  h  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  décli- 
naisons du  soleil ,  auxinstans  des  phases  ,  dans  les  quadratures  de 
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la  table  V,  et  h'  cette  même  somme  relativement  à  la  lune  ;  on  aur* 
par  le  n°.  2g  , 

3.(i+3. cos.aÎJ  (L  L      ,  "I 

48.,--!^  -M; \-.(h-52)  +  -.(h'^02)\ 

on  a  relativement  à  Brest,  par  le  n°.  25, 

(1  +  3. cos.  26)  L 


=  orae,02745: 


mais  dans  les  quarante-liuit  quadratures  que  nous  considérons , 

la  valeur  de     n'est  point  exactement  égale  à  sa  valeur  moyenne. 

La  table  V  comprend  vingt-quatre  quadratures  des  équinoxes , 
dix  -huit  quadratures  d'été  et  six  quadratures  d'hiver  ;  or  on  a  vu 

dans  le  n°.  27  ,  que  dans  les  quadratures  des  solstices  d'été  ,  ~  est 

diminué  d'un  vingtième ,  et  qu'il  est  augmenté  d'un  vingtième , 
dans  les  quadratures  des  solstices  d'hiver  ;  il  faut  donc  multiplier 

la  valeur  moyenne  de  —  par  ||  pour  avoir  sa  valeur  moyenne  dans 

L' 

les  quarante-huit  quadratures  :  de  plus ,  —  est  moindre  d'un  qua- 
rantième ,  dans  les  quadratures ,  que  dans  les  moyennes  distances, 
à  raison  de  l'argument  de  la  variation  ;  et  comme  il  est  à  très- peu 
3.L 

près  égal  à  —j-  dans  les  moyennes  distances ,  il  doit  être  supposé 

dans  les  quadratures  ,  égal  k  Enfin  j'ai  trouvé  dans  les  qua- 

dratures précédentes , 

h  =  44,16767  ;       h'=  44,45o74  j 
on  a ,  cela  posé , 

Ll  2 
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L'expression  des  marées  totales  de  la  table  V,  comparée  aux  for- 
mules du  11°.  2g,  donne 

_   {h'.L  h.L) 
2F'\—  ^-1+^=133^886. 

Cette  équation  a  besoin  d'une  légère  correction  qui  tient  à  ce  que 
dans  les  quadratures  de  la  table  V,  il  y  a  dix-huit  quadratures 
d'été  ,  et  six  quadratures  d'hiver;  or  la  basse  mer  de  ces  quadra- 
tures ,  correspond  à  la  haute  mer  solaire  du  soir ,  qui ,  en  été ,  sur- 
passe à  Brest ,  la  haute  marée  solaire  du  matin  ,  de  orae,o457  ;  il  faut 
donc  augmenter  i53n,0,886',de  sixfois  o""',o457,pour  le  rendre  indé- 
pendant des  inégalités  dont  la  période  est  à-peu-près  d'un  jour,  et 
alors ,  on  a 

„   {h'.L'  h.L) 
*F-{—3  -^]=i53-819; 

d'où  l'on  tire , 

Les  observations  des  sysigies  ,  nous  ont  donné  dans  le  n".  ù5  , 
e  =  ame,827.  La  petite  différence  de  ces  deux  valeurs  ,  dépend-elle 
des  erreurs  des  observations ,  ou  de  ce  que  la  mer  ne  s'abaisse 
pas  entièrement  à  Brest ,  à  la  hauteur  déterminée  par  la  théorie 
dans  les  grandes  marées,  comme  je  le  présume?  C'est  ce  qu'un  plus 
grand  nombre  d'observations  fera  connoître. 
Reprenons  l'équation 

_  {h'.L  h.L) 

2P-{—>  ^r]  =i33»«,8ig. 

L  L' 

Pour  réduire  les  valeurs  de  —  et  de  —  aux  moyennes  distances 

du  soleil  et  de  la  lune ,  il  faut  multiplier  la  somme  des  quarrés 
des  cosinus  des  déclinaisons  du  soleil  dans  les  quadratures  des  sols- 
tices de  la  table  Y  par  ~ ,  pour  avoir  égard  au  nombre  plus  grand 
des  solstices  d'été  que  des  solstices  d'hiver;  en  ajoutant  ensuite  1 
produit,  à  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  déclinaisons  eu 
soleil ,  dans  les  quadratures  des  équinoxes  ,  la  somme  sera  la  valeur 
de  h  dont  on  doit  faire  usage.  Je  trouve  ainsi,  A=43,655y. 

Dans  les  quadratures ,  la  valeur  de  —  doit  être  diminuée  d'un 
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quarantième  ,  à  raison  de  l'argument  de  la  variation,  ce  qui  revient 
h  diminuer  dans  le  même  rapport,  h'  qui  se  réduit  alors  à  43,3395  ; 
on  a  donc 

2P.  |43,3395.^3  - 43, 6557 . ~ }  =  i33-,8i9, 

r  et  r  étant  les  moyennes  distances  du  soleil  et  de  la  lune  à  la 
terre.  On  peut  donner  à  cette  équation  ,  la  forme  suivante  , 

2P.45,5595.  {^— ^]  —  2P.o,5i62.^  =  i33m%8i9. 
Dans  le  petit  terme  2P.o,3i62.^,  on  peut  supposer 

on  aura  donc , 

^.43,1814.  [^-£J=;i33-,819j 

d'où  l'on  tire , 

Nous  avons  trouvé  dans  le  n°.  a5, 

aP'(pT+  ^}  =  6-,249o- 


ce  qui  donne 


-  =  2,9677.-/ 


j'y 

ainsi  l'on  peut  supposer  à  très-peu  près,  -  triple  de      Mais  on 

doit  observer  ici,  que  ce  rapport  n'est  pas  exactement  celui  des 
masses  de  la  lune  et  du  soleil,  divisées  respectivement  par  les  cubes 
de  leurs  moyennes  distances  à  la  terre.  Il  résulte  du  n°.  25 ,  que  L' 
et  L  exprimant  ces  masses,  et  m't,  mt,  exprimant  les  moyens 
mouvemens  de  ces  astres  autour  de  Ja  terre ,  le  rapport  trouvé  ci- 
dessus  est  celui  de  L'-^-am'-Q)  k  L.(i-Zm.  Q) 

U1  uc  ^1   a  — — -}  }  il  ne  peut  donc 

être  pris  pour  celui  de  ~  à  -,  que  dans  le  cas  où  Q  est  nul  ou 
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insensible,  et  l'on  a  vu  précédemment  que  cela  a  lieu  à  fort  peu 
près  clans  le  port  de  Brest. 

Déterminons  la  variation  des  marées  près  de  leur  minimum  , 
qui  résulte  de  la  théorie.  Pour  cela ,  reprenons  les  valeurs  de  Y" 
du  n°.  2g.  Soient  p  et  p'  les  sommes  des  quarrés  des  cosinus  des 
déclinaisons  du  soleil  et  de  la  lune  ,  dans  les  quadratures  des  équi- 
noxes  de  la  table  V  ;  soient  q  et  q'  les  mêmes  sommes  dans  les 
quadratures  des  solstices  de  la  même  table;  on  pourra  supposer 
dans  ce$  expressions , 


q  p 
cos.  £*=  —  •        cos.ê'1^  —  ; 


le  terme  multiplié  par  dans  l'expression  de  Y",  relative  aux 
vingt-quatre  quadratures  équinoxiales,  devient  ainsi, 

T'  et  r  étant  les  mouvemens  de  la  lune  et  du  soleil,  dans  les  qua- 
dratures ,  pendant  l'intervalle  pris  pour  unité  ,  et  qui  dans  les 
quadratures  équinoxiales  ,  est  égal  à  i'-,o574g6  :  on  doit  observer, 
que  dans  les  quadratures ,  r'  est  constamment  diminué  en  vertu 
de  l'inégalité  de  la  variation. 

Le  terme  multiplié  par  t*  dans  l'expression  de  Y",  relative  aux 
vingt-quatre  quadratures  solsticiales  de  la  table  V,  devient  en  di- 
minuant —  d'un  quarantième ,  parce  qu'il  y  a  dix-huit  solstices 


r 

d'été  sur  six  solstices  d'hiver 


£.tâ.P.~,t>    '  --'      >~  ——1,0611  —I 


t»'  *  '  ','3' 


r'  et  r  étant  les  mouvemens  de  la  lune  et  du  soleil  dans  ces  qua- 
dratures ,  pendant  l'intervalle  pris  pour  unité,  et  qui  relativement 
aux  quadratures  des  solstices,  est  égal  à  i'-,o46644. 
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—  et     sont  réduits  dans  ces  expressions,  aux  distancesmoyennes 

du  soleil  et  de  la  lune  à  la  terre  ,  dans  lesquelles  on  a 
L'      3L  L 

J'ai  trouvé 

p  =  23,6884i  ;  p'  =  20,69662  ;  q  =  20,47926  ;  q  —  23,75422; 
on  aura,  cela  posé ,  7me,8i9  pour  le  terme  multiplié  par  t%  dans 
l'expression  de  Y",  relative  aux  vingt-quatre  quadratures  équi- 
noxiales,  et  2me,794,  pour  le  même  terme  relatif  aux  vingt-quatre 
quadratures  solsticiales.  La  somme  de  ces  deux  termes  est  iome,6i3 
ce  qui  diffère  très-peu  du  résultat  iorac,go4o ,  que  donnent  les  ob- 
servations de  la  table  V. 

3 1 .  Considérons  séparément ,  les  marées  des  quadratures  des 
équinoxes ,  et  celles  des  quadratures  des  solstices.  On  trouvera  par 
la  méthode  du  n°.  précédent , 

94mc,o33  +  3me,747.^, 

58me,37o+7n"',495.r, 
pour  les  expressions  des  hauteurs  absolues  et  des  marées  totales 
des  équinoxes  de  la  table  IV:  les  expressions  des  mêmes  quantités 
relatives  aux  marées  solsticiales  de  la  même  table,  sont 

io2me,57i  +  in,,,,7o5.^, 
75",e,5i7  +  5rae,4io.*2. 
.On  voit  d'abord  que  les  marées  croissent  plus  rapidement  dans  les 
équinoxes  que  dans  les  solstices ,  ce  qui  est  conforme  à  la  théorie. 
Suivant  les  observations,  le  coefficient  de  t*,  relatif  aux  marées 
totales,  est  7™,^  dans  les  équinoxes  ,  et  3me,4io  dans  les  solstices, 
et  l'on  a  vu  dans  le  n°.  précédent,  que  la  théorie  donne  7me,8i9 
et  2me,7g4,  pour  ces  mêmes  coefficiens  :  la  différence  est  dans  les 
-hmites  des  erreurs  des  observations  et  des  élémens  employés  dans 
•.'.e  calcul. 

Si  l'on  retranche  le  premier  terme  de  l'expression  des  marées 
totales  des  équinoxes,  du  premier  terme  de  leur  expression  dans 
les  quadratures,  la  différence  i7™,i47  sera  l'effet  des  déclinaisons 
des  astres.  Pour  le  rendre  indépendant  des  marées  dont  la  période 
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est  à-peu-près  d'un  jour ,  il  faut ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  pré- 
cédent ,  lui  ajouter  six  fois  ome,o457,  et  alors  il  devient  i7me,42i. 
Suivant  les  formules  du  n°.  29 ,  cet  effet  est  égal  à 

H.2p.{^rp-^+^.(ri-^Q-coSy;.?'-(i-^).y)j, 

ou 

+  ii.aP.^-.fi—  2m'.Q).(i—  cos.t').(9'  +  -^\-^S7p, 

*  r3  V         COS. s  /   1 — 2m.y 

expression  dans  laquelle  on  peut  supposer  cos.  s'  =  \/  ~.  ■>  et  qui 
en  observant  que , 

£.0-2/t/.Q;=~  ;  2P.{^+£.fi-2^Q;]=6-  249o, 
devient 

i8rae,86i  +    am  .i5me,oi5. 

1 —  a  m  .  (J 

En  l'égalant  au  résultat  de  l'observation  ,  i7m',Avi ,  on  a 

2  ro'.  Q  =  — 0,1061  , 
résultat  conforme  à  celui  que  les  observations  sysigies  nous  ont 
donné  dans  le  n°.  26 ,  mais  d'un  signe  contraire  au  résultat  trouvé 
dans  le  n°.  27  ,  par  la  comparaison  des  observations  périgées  et 
apogées.  Il  suit  de-là ,  que  l'on  peut  négliger  les  termes  dépendants 
de  Q,  jusqu'à  ce  qu'un  très-grand  nombre  d'observations  en  ait 
fixé  la  véritable  valeur. 

55.  On  a  vu  dans  le  n°.  29 ,  que.  les  marées  du  soir  doivent 
l'emporter  à  Brest,  sur  celles  du  matin  ,  dans  les  quadratures  de 
l'équinoxe  du  printemps ,  et  que  le  contraire  a  lieu  dans  les  ma- 
rées quadratures  de  l'équinoxe  d'automne.  Pour  vérifier  ce  phr 
nomène ,  j'ai  ajouté  dans  onze  quadratures  vers  les  équinoxes  du 
printemps,  l'excès  des  marées  du  soir,  sur  celles  du  matin,  le 
premier  et  le  second  jour  après  la  quadrature.  La  somme  de  ces 
excès  a  été  de  5nie,i43.  J'ai  trouvé  pareillement  3me,585  pour  la 
somme  des  excès  des  marées  du  matin  sur  celles  du  soir,  clans  treize 

quadratures 
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quadratures  vers  les  équinoxes  d'automne.  Le  milieu  entre  ces 
observations  ,  donne  ome,i58  pour  l'excès  d'une  marée  du  soir  sur 
celle  du  matin  ,  dans  les  quadratures  de  l'équinoxe  duprintemps, 
ou  d'une  marée  du  matin  sur  celle  du  soir,  dans  les  quadratures  de 
l'équinoxe  d'automne. 

Nous  avons  trouvé  dans  len°.  28  ,  orae,i83  pour  l'excès  des  ma- 
rées du  soir  sur  celles  du  matin ,  dans  les  sysigies  des  solstices 
d'été.  Cet  excès  est  au  précédent,  suivant  la  théorie,  dans  le  rap- 
L     L'  L' 

port  de  —  +  —  à  — ,  ou  de  4  à  3  ;  ce  qui  est  à  fort  peu  près ,  le 

rapport  des  nombres  o,i83  et  0,108. 

Enfin  ,  j'ai  trouvé  que  l'influence  de  la  variation  de  la  distance 
lunaire,  se  manifeste  d'une  manière  aussi  sensible  par  les  obser- 
vations ,  dans  les  marées  quadratures,  que  dans  les  marées  sysigies. 

Des  heures  et  des  intervalles  des  marées  ,  vers  les  sysigies. 

54,  Reprenons  l'équation  trouvée  dans  le  n°.  21 , 

L 

— .rCos.V.sin.  2(^4 — 4 ') 

tang.  -2 .  (nt  +  « — 4' — A )  =j-,  '  ,* 

— .cos.V+— .cos.V.cos.2f4 — 4-') 

et  donnons-lui  cette  forme, 

— .  cos.  V.  sin.  2  (  4' —  4) 

tang.af/zf 4— \)=  -£  27  "  . 

— .  cos. V  +  —  •  cos.  V .  cos.  2  f 4' — 4J 

L'angle  4' — 4  étant  peu  considérable  vers  les  sysigies,  nous  pou- 
vons négliger  sa  troisième  puissance  ;  nous  aurons  ainsi, 

L' 

— .cos  V.f  4' — 4) 

nt-\-/&  —  4 — =  — ;  . 


— .cos.2  *>'+  —  .  COS.  V 
r3  r3 


Considérons  l'instant  moyen  entre  les  deux  pleines  mers  du  même 
jour,  instant  que  nous  nommerons  heure  de  la  marée  totale:  l'équa- 
Mécan.  cél.  Tome  II.  Mm 


a74  MÉCANIQUE  CELESTE, 

tion  précédente  aura  lieu  encore  pour  cet  instant,  pourvu  que  les 
variables,  nt,  4  et  4'  s'y  rapportent;  or  7it  +  ^  J-  est  l'angle  ho- 
raire du  soleil,  et  4' — 4  est  nul  au  maximum  de  la  marée  totale; 
en  nommant  donc  TTheure  en  temps  vrai,  de  ce  maximum,  l'heure 
vraie  de  la  marée  totale  d'un  jour  quelconque  ,  sera 

—  .cos.V.  (4' — 4-) 

—  .cos.V  +  — .cos.V 

r 3  r3 

le  second  terme  de  cette  expression  étant  réduit  en  temps,  à  raison 
de  la  circonférence  entière  pour  un  jour.  Soit  u  ,  le  mouvement 
synôdique  de  la  lune  dans  les  sysigies  ,  pendant  l'intervalle  com- 
pris entre  deux  marées  consécutives  du  matin  ou  du  soir  vers  les 
sysigies,  intervalle  que  nous  prendrons  pour  unité;  soit  t,  le  nombre 
de  ces  intervalles ,  depuis  l'instant  du  maximum  dans  les  sysigies 
des  équinoxes  ;  4' — 4  sera  égal  àtrès-peu  près  à  £.u.cos.è',  et  l'on 
pourra  supposer  cos. V=  cos.V;  l'heure  en  temps  vrai,  delà  marée, 
sera  donc, 

—  .  Jf.COS.e 


L'  L 
r3  r3 


Dans  les  solstices,  f4' — 4)-cos.v'  est  à  très-peu  près  égal  à  tv, 
et  l'on  peut  supposer  encore  cos.V'  =  cos.V  ;  l'heure  vraie  de  la 
marée  sera  donc , 


L' 

T  3 

} 


t  dans  ces  formules,  devant  être  supposé  négatif  relativement  aux 
marées  antérieures  au  maximum.  Comparons-y  les  observations. 

35.  Pour  cela,  j'ai  déterminé  les  heures  des  marées  totales  c 
la  table  I  dans  les  jours,  o,  î,  2  et  5  ,  en  prenant  le  milieu  entre 
les  heures  des  deux  pleines  mers  qui  se  rapportent  au  même  jour, 
ces  heures  étant  comptées  du  minuit  vrai  précédent.  J'ai  trouvé 
les  résultats  suivans. 
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TABLE  VI. 

Sysigies  des  équinoxes. 


Jours  comptés  de  la  Heure  en  temps  vrai,  de  la  marée 

sysigie.  totale  à  Brest. 

o'-   oi-,5g7o8 

1   O  ,42222 

2   O  ,44735 

3  •  •    o  ,4735g 

Sysigies  des  solstices. 

o'-   o' ,39606 

1  •  •  •  •    o  ,42692 

2   o  ,4556g 

5   o  ,48i86 


Considérons  d'abord  l'ensemble  de  ces  observations.  En  prenant 
une  moyenne  entre  les  heures  des  marées  totales  de  cette  table, 
correspondantes  au  même  jour,  dans  les  sysigies  des  équinoxes,  et 
dans  celles  des  solstices;  on  aura  o',5g657  3  o'-,424o7  j  o',45o5i; 
o'  ,477725,  pour  les  heures  vraies  des  marées  totales  correspon- 
dantes aux  jours ,  o,  1 ,  2  ,  5.  Soit  a  +  bt',  l'expression  générale  de 
ces  heures ,  t'  étant  le  nombre  des  intervalles  pris  pour  unité , 
comptés  de  l'instant  de  la  marée  totale  du  jour  de  la  sysigie.  En 
retranchant  l'heure  de  la  quatrième  marée,  de  celle  de  la  première, 
la  différence  sera  égale  à  36  y  d'où  l'on  tire  b—  o',027o52.  Si  de  la 
somme  des  quatre  heures  précédentes,  on  retranche  6b,  la  diffé- 
rence sera  4a,  ce  qui  donne  a  =  oi,5g664;  ainsi  l'expression  de 
es  heures,  est 

oi',5g664  +  oi-,o27o52.ff. . 
Pour  en  conclure  la  constante  T  du  n°.  précédent ,  nous  observe- 
rons que  quand  la  marée  s'éloigne  de  1^,027502 ,  de  la  sysigie,  son 
heure  augmente  de  o'-,o27o52;  or  dans  les  sysigies  de  la  table  pré- 

Mra  2 
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cédente,  l'heure  de  la  sysigie  à  Brest  a  été  par  un  milieu,  à  o'",45667; 
en  supposant  donc  que  cette  heure  soit  o'  -,45667  —  x '■>  l'heure  de  la 
marée  totale  sera  o'-,5g664+o,027o52.^,  et  cette  dernière  heure 
suivra  la  sysigie,  de  1,027052.x — oi-,o6oo5  :  maintenant,  T  est 
l'heure  de  la  marée  totale  correspondante  au  maximum  ,  et  par  le 
n°.  24,  cette  marée  suit  la  sysigie  de  i'-,5o724  ;  en  égalant  donc  à 
cette  quantité,  la  fonction  1 ,027052 .  x — o'  ,o6oo3 ,  on  déterminera  x , 
et  l'on  trouvera 

o'-,3g664  +  0,027052.  x  —  o'-,45795. 

C'est  la  valeur  de  Tà  Brest,  et  ce  seroit  dans  ce  port,  l'heure  de  la 
marée  totale  solaire ,  si  le  soleil  agissoit  seul  sur  la  mer ,  en  suppo- 
sant cet  astre  mû  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur.  Si  l'on 
en  retranche  un  quart  de  jour;  la  différence  o'-,i 879,5  seroit  dans 
ces  suppositions,  l'heure  de  là  pleine  mer  solaire  à  Brest,  eomptée 
du  minuit  ou  du  midi  vrai. 

Déterminons  la  valeur  du  coefficient  de  qui  résulte  de  la  loi 
de  la  pesanteur-  On  a  vu  dans  le  n°.  précédent ,  que  ce  coefficient, 
dans  les  sysigies  des  équinoxes,  est  égal  à 

L' 

—  .  U.COS.ê' 

r'3  

L     Ï7  ' 
rJ     t  3 

l'angle  u  est  par  le  n°.  a5,  égal  à  i4i866":  en  le  divisant  par  4, 
pour  le  réduire  en  parties  du  jour  ;  il  devient  o'  ,o554655.  On  peut 

supposer  cos.  t' égal  à  \/     Ç  «tant  par  le  n°.  25,  égal  à  20,75529; 

,  .  L'  I 

on  a  d'ailleurs  dans  les  sysigies  des  équinoxes  ,—  =  —  .—,•  mais 

il  faut  diminuer  cette  valeur, d'un  trentième;  parce  que  dans  l'équa- 
tion -—  =0,  du  n°.  21 ,  les  expressions  de  —  et  de  —  sont  mul 

pliées  respectivement  par  n  —  rn,  et  n—m',  mt  et  m't  étant  les 
mouvemens  du  soleil  et  de  la  lune;  m' — m  est  un  trentième  à-peu - 
près  de  n — m  ;  on  trouvera  ainsi  o'-,02467g  pour  le  coefficient 
de  t'  dans  les  sysigies  des  équinoxes r  qui  résulte  de  la  théorie. 


f 
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Dans  les  sysigies  des  solstices  ,  ce  coefficient  est  par  le  n°.  pré- 
cédent, égal  à 

L' 


cos.v' 


Nous  pouvons  supposer  cos.*>'  =  \/\  rqi  ce  <ïui  donne  o'-,o286o3 

pour  ce  coefficient.  En  l'ajoutant  au  précédent ,  et  prenant  la  moitié 
de  la  somme;  on  aura  o',02664i ,  égal  au  coefficient  de  t'  que  donne 
la  théorie ,  relativement  à  l'ensemble  des  sysigies  de  la  table  VI;  ce 
qui  diffère  peu  du  résultat  o'  ,027o52  donné  par  les  observations. 
Pour  faire  coincider  les  deux  résultats  des  observations  et  de  la 

L'  ,  L 

théorie ,  il  faudrait  augmenter  un  peu  le  rapport  de  —  à  —  ,  ce  qui 

fournit  un  nouveau  moyen  de  déterminer  ce  rapport.  Mais  on  dé- 
terminera cet  élément  important,  avec  exactitude ,  en  employant 
les  différences  des  heures  observées  des  marées,  à  trois  jours  et 
demi  à-peu-près  de  distance  de  part  et  d'autre ,  du  maximum  des 
marées.  Pour  cela ,  j'ai  considéré  dans  le  recueil  cité  d'observa- 
tions ,  98  sysigies ,  et  j'ai  ajouté  les  heures  des  pleines  mers  du  matin 
et  du  soir  du  second  jour  avant  la  sysigie  ,  ces  heures  étant  comp- 
tées du  minuit  vrai  ,  pour  les  marées  du  matin,  et  du  midi  vrai, 
pour  les  marées  du  soir  :  lorsque  l'heure  de  la  marée  n'a  été  obser- 
vée qu'une  fois  dans  un  jour ,  je  l'ai  doublée  ;  ce  qui  m'a  donné 
J96  observations.  J'ai  ajouté  pareillement,  les  heures  des  pleines 
mers  du  matin  et  du  soir  du  cinquième  jour  après  la  sysigie.  La 
somme  de  ces  heures  a  été  i6',,997222  relativement  au  second  jour  ■ 
avant  la  sysigie,  et  55'-,386i  1 1  pour  le  cinquième  jour  après.  Leur 
différence  divisée  par  196  ,  est  égale  à  o'-,ig5862  :  c'est  le  retard  des 
marées  ,  dans  l'intervalle  de  ces  observations. 
Reprenons  l'équation  du  n°.  précédent , 

L' 

— . cos.V. sin.  2.f4' — 4) 

ta.ng.  2  (nt-b^ — 4 — ^tt.j  Jj  • 

— .cos.V  +  —  .  cos.V'.cos.  2(4' — 4) 
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Les  g8  sysigies  que  j'ai  considérées,  ayant  été  prises  indistincte- 
ment vers  les  équinoxes  et  vers  les  solstices ,  on  peut  supposer 
cos.  V  =  cos.V,  et  4' — 4  égal  au  mouvement  synodique  de  la  lune, 
depuis  l'instant  de  la  plus  grande  marée.;  or  cet  instant  a  tombé  à 
fort  peu  près  ,  au  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  observa- 
tions ;  on  peut  donc  supposer  2  (-Y — 4 )  égal  au  mouvement  syno- 
dique  de  la  lune,  pendant  cet  intervalle.  De  plus ,  l'heure  de  la  plus 
grande  marée  est  déterminée  par  l'équation  nt+ir — 4  —  a  =  o; 
a  (nt+™ — 4  —  ^ )  est  donc  le  retard  de  la  marée  ,  dans  l'intervalle 
compris  entre  les  observations,  ce  retard  étant  évalué  en  parties  du 
quart  de  cercle  ,  à  raison  de  la  circonférence  entière  pour  un  jour. 
En  le  nommant  //,  après  l'avoir  ainsi  évalué  ;  on  aura 

£ 

T3  tang^  

L        siu.  2(4-'—  4-) — tai)g./K.cos.af4' — 4/ 
T3" 

Les  observations  précédentes  donnent  ==  783448"_;  mais  parmi  les 
observations  qui  précèdent  la  sysigie ,  1 1 2  se  rapportent  au  soir,  et 
parmi  celles  qui  suivent  la  sysigie,  100  seulement  se  rapportent  au 
soir;  d'où  il  est  aisé  de  conclure ,  que  l'intervalle  moyen  des  obser- 
vations a  été  de  7'  ,i6524g.  En  supposant  cet  intervalle  également 
partagé  par  l'instant  du  maximum  de  la  pleine  mer ,  et  en  ayant 
égard  à  l'argument  de  la  variation,  on  trouve  g85284",  pour  le 
mouvement  synodique  de  la  lune  dans  cet  intervalle;  c'est  la  valeur 
de  2.  ( 4' — 4-)  -  on  aura  ,  cela  posé  , 

—  =  5o55.  —-. 
r3  r3 

Cette  valeur  se  rapporte  à  la  moyenne  distance  de  la  lune  à  la  terre, 
parce  que  l'inégalité  de  la  variation,  est  nulle  à  fort  peu  près ,  aux 
limites  de  l'intervalle  compris  entre  ces  observations  ;  mais  il  faut, 
comme  on  l'a  vu  ,  l'augmenter  d'un  trentième ,  ce  qui  donne 

E.  5rS5  £  . 

valeur  très-approchante  de  5.  Les  observations  des  hauteurs  et  des 
intervalles  des  marées  ,  concourent  donc  à  faire  voir  qu'à  Brest , 
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l'effet  de  l'action  de  la  lune  sur  les  marées,  est  à  très-peu  près  triple 
de  celui  du  soleil. 

6  6.  Considérons  séparément  les  sysigies  des  équinoxes,  et  celles 
des  solstices  delà  table  VI.  En  y  appliquant  la  méthode  du  n°.  pré- 
cédent ,  on  trouvera 

pour  l'expression  des  heures  des  marées  totales  dans  les  sysigies  des 
équinoxes,  et 

oi-,39648  + 0^028600.*', 

pour  cette  expression  dans  les  sysigies  des  solstices. 

L'heure  moyenne  de  la  sysigie  à  Brest ,  a  été  o',5i6i2  ,  dans  les 
premières  sysigies ,  eto'-,3g722  dans  les  dernières  ;  d'où  l'on  tire  T 
égala  o'-,43725  parles  observations  des  sysigies  des  équinoxes, 
et  Tégal  à  o',4384i  par  les  observations  des  sysigies  des  solstices  • 
la  différence  de  ces  valeurs  à  celle-ci  o''-,437g3  que  l'ensemble  des 
observations  sysigies  nous  a  donnée  dans  le  n°.  précédent,  est  dans 
les  limites  des  erreurs  des  observations. 

Il  résulte  des  expressions  précédentes ,  que  le  coefficient  de  t', 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  le  retard  de  la  marée  d'un  jour  à 
l'autre,  vers  les  sysigies,  est  plus  petit  dans  les  équinoxes  que  dans 
les  solstices.  Ce  résultat  des  observations  est  conforme  à  la  théorie 
qui  nous  a  donné  dans  le  n°.  précédent,  o'-,02467g  et  o'-,o286o3, 
pour  ces  coefficiens ,  qui  diffèrent  peu  des  coefficiens  o'-,o255o3  et 
o' ,028600  ,  déterminés  par  les  observations. 

3j.  Le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre,  varie  très-sensi- 
blement avec  les  distances  de  la  lune  à  la  terre.  Pour  comparer  sur 
ce  point ,  la  théorie  aux  observations  ;  j'ai  ajouté  dans  les  marées 
périgées  de  la  table  III,  les  heures  des  pleines  mers  du  matin  et  du 
soir  du  jour  même  de  la  sysigie,  ces  heures  étant  comptées  du 
minuit  vrai,  pour  celles  du  matin,  et  du  midi  vrai,  pour  celles  du 
Jir.  Leur  somme  est  3'-,47638g.  J'ai  ajouté  de  la  même  manière, 
les  heures  des  pleines  mers  du  matin  et  du  soir  du  troisième  jour 
après  la  sysigie,  et  j'ai  trouvé  5'-,7ig444  pour  leur  somme.  La  dif- 
férence 2%a45o55  divisée  par  72,  donne  oi-,o3xi54J  pour  le  retard 
des  marées  d'un  jour  à  l'autre. 
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Dans  les  marées  apogées  de  la  même  table,  la  somme  des  heures 
des  pleines  mers  du  jour  de  la  sysigie,  est  3'-,64236j,  et  la  somme 
des  heures  des  pleines  mers  du  troisième  jour  après  la  sysigie,  est 
£>'",2ac)5i4.  La  différence  1'  ,58yi55,  divisée  par  72,  donne  o',022o44 
pour  le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre.  On  voit  ainsi  que 
ce  retard  est  moindre  dans  l'apogée  que  dans  le  périgée  de  la  lune, 
et  en  comparant  les  résultats  précédens  aux  demi-diamètres  de  la 
lune  dans  les  observations  de  la  table  III ,  on  trouve  qu'à  une 
minute  de  variation  dans  ce  demi-diamètre,  répondent  2.58"  de 
variation  dans  le  retard  des  pleines  mers  d'un  jour  à  l'autre. 

Voyons  ce  que  la  théorie  donne  sur  cet  objet.  Les  observations 
de  la  table  III ,  ayant  été  prises  indistinctement  vers  les  équinoxes 
et  vers  les  solstices;  on  peut  y  supposer  4' — 4-  égal  au  mouvement 
synodique  de  la  lune  dans  les  sysigies  ,  et  cos.  V  =  cos.  V.  Dans  ce 
cas  ,  le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre ,  vers  les  sysigies  ,  est 
parlen0.  54,  égala 

U 

r 3 

L      L  > 

—  _|  

r>3  ^  Ti 

Mais  v  est  plus  considérable  dans  le  périgée  que  dans  l'apogée  de  la 
lune  :  on  a  à  fort  peu  près  dans  ces  deux  points  de  l'orbite  , 
r'au=r/'su/,  r/  et  v/  se  rapportant  à  la  moyenne  distance  sysigie 
de  la  lune  ;  l'expression  précédente  devient  ainsi, 

\  L'  L 

On  a  vu  précédemment  que  —  =       —  ;  mais  cette  valeur  doit 

^  L'  c  L 

être  diminuée  ici  d'un  trentième,  ce  qui  donne  —  =  2,9770. -^j. 

j'ai  trouvé  d'ailleurs  dans  les  sysigies  périgées  de  la  table  III , 

x  '  r' 

-f-=  i,o6o57,  et  dans  les  sysigies  apogées  ^-  =  o,g3g45;  enfin  on 

a  ,  en  réduisant  u/  en  temps ,  à  raison  de  la  circonférence  pour  un 

jour, 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  IV.  281 
jour,  v/  =  olyo554655  ;  cela  posé,  la  formule  précédente  donne 
o'-,ooii25  pour  le  retard  journalier  des  marées  sysigies  périgées  de 
la  table  III;  et  o'-,022272  pour  le  retard  journalier  des  marées  sysi- 
gies apogées ,  ce  qui  diffère  très-peu  des  retards  observés ,  o'  ,o5 1 1 54 
et  o'-,o22o44. 

Des  heures  et  des  intervalles  des  marées  vers  les  quadratures. 
38.  Si  dans  l'équation 
tang.  2  (nt+'ar — 4 — k)  = 


rj 

— .  cos.  V' .  sin.  2  ( 4' — 4) 


L  L   ' 

— .cos.V  +  —  .cos. V  . cos. 2  (4' — 4-) 


on  change  4'  dans  100° +  4',  ou  dans  5oo*  +  4',  suivant  que  la  lune 
est  vers  son  premier  ou  vers  son  dernier  quartier;  et  si  l'on  con- 
sidère d'ailleurs  que  4' — 4  étant  peu  considérable  vers  ces  points., 
on  peut  négliger  sa  troisième  puissance  ;  on  aura 


nt-\"Vr — 4  —  a  = 


—  .cos.V'.  (4' —  4) 


—  .cos.V  -.cos.V 

r3  r3 


en  nommant  donc  T,  l'heure  vraie  du  minimum  de  la  marée  totale  ; 
l'heure  vraie  d'une  marée  voisine  de  la  quadrature ,  sera 


L' 

—.cos.V'.  (  4' — 4) 

l      :  z  ; 

—  .cos.V  .cos.V 


les  angles  4  et  4'  étant  comptés  de  la  quadrature. 

4'.cos.v'  est  le  mouvement  de  la  lune  dans  son  orbite  ,  vers  les 
"uadratures  des  équinoxes;  soit  r'  ce  mouvement,  pendant  l'in- 

x  valle  de  deux  marées  consécutives  du  matin  ou  du  soir  vers  les 
quadratures  ,  intervalle  que  nous  prendrons  ici  pour  unité  ;  soit  t 
le  nombre  de  ces  intervalles  depuis  le  minimum  de  la  marée  totale , 
jusqu'à  celle  que  l'on  considère  ;  on  aura  4'. cos.*/  =  T't.  En  nom- 
mant r  le  mouvement  du  soleil,  pendant  l'intervalle  pris  pour 
Mkcan.  cfa.  Tome  IL  Nu 


r 
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unité ,  on  aura  4  =  r  t.  cos.  s  ;  l'heure  vraie  de  la  marée  totale  sera 

donc  vers  les  quadratures  des  équinoxes  , 

U          ,  f  r'  1 
—  .cos.V  .  \  ■  7  —  r.cos.s  \,t 

1+L  L  

—.cos.V  r- cos.V 

r 3  r' 

Tt 

Dans  les  quadratures  des  solstices,  on  a  4'=  r'.f.COS.  e  j  4  = 
l'heure  de  la  marée  totale  est  donc  alors, 

L  f  f  ] 

—  .cos.V'.  {  r'.cos.s'  \.t 

_      /3  I  COS.V  J 

r+r — rr^ — ;  

— .cos.v  -.COS.  V 

r 3  r3 

Comparons  ces  résultats  aux  observations. 

3  9 .  Pour  cela ,  j'ai  déterminé  les  heures  des  marées  totales  de 
la  table  TV,  correspondantes  aux  nos.  o,  1,  2  et  5,  en  prenant  le 
milieu  entre  les  heures  des  deux  pleines  mers  qui  se  rapportent 
au  même  n°. ,  ces  heures  étant  comptées  du  minuit  vrai  précédent. 
J'ai  trouvé  les  résultats  suivans. 

TABLE  VIL 

Quadratures  des  équinoxes. 

N°*.  des  marées  Heures  en  temps  vrai ,  de  la  marée 

totales.  totale  à  Brest. 

O   o',6o566 

x    .....       O  ,66l2Ô 

2   O  ,724ll 

5   o  ,77815 

Quadratures  des  solstices. 

o    o»-,6x865 

x    o  ,665n 

2    o  ,70933 

5    o  ,75855 
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Considérons  d'abord  l'ensemble  de  ces  observations.  En  prenant 
une  moyenne  enixe  les  heures  des  marées  totales  de  cette  table , 
correspondantes  au  même  n°.  dans  les  quadratures  des  équinoxes  , 
et  dans  celles  des  solstices;  on  aura  o',6i 2i5 ,  o'-,662i8;  o'-,7i672; 
o'',76835  ,  pour  les  heures  vraies  des  marées  totales  correspon- 
dantes aux  nos.  o,i,2,5.  En  appliquant  ici  la  méthode  du  n°.  35 , 
on  trouvera  pour  l'expression  de  ces  heures , 

o'-,6i  175  +  o'-,o52o67.  t'  f 

t'  étant  le  nombre  des  intervalles  pris  pour  unité  ,  comptés  de 
l'instant  de  la  marée  totale  du  jour  de  la  quadrature.  Pour  en  con- 
clure la  constante  T  des  formules  du  n°.  précédent ,  nous  obser- 
verons que  quand  la  marée  s'éloigne  de  i'-,o52o67  ,  de  la  quadra- 
ture, son  heure  augmente  de  o',o52o67  ;  or  clans  les  quadratures 
de  la  table  VII,  l'heure  de  la  quadrature  à  Brest,  a  été  par  un 
milieu  ,  à  o'  ,4G8^8  -,  eu  supposant  donc  que  cette  heure  soit 
o'',46828—  x,  l'heure  delà  marée  totale  sera,  o'-,6i  175+0,052067  .x,  et 
cette  dernière  heure  suivrala  quadrature,  de  1,052067.;*;  +  o'-,i4547. 
Maintenant,  T  est  l'heure  de  la  marée  totale  correspondante  au 
minimum,  et  par  le  n°.  a4 ,  cette  heure  suit  la  quadrature,  de 
i'-,5o724;  en  égalant  donc  à  cette  quantité  ,  la  fonction  o'-,6ii75 
-Ho' ,052067. on  déterminera  x ,  et  l'on  trouvera , 
o'  ,61 1 75+ o  J,o52o67 .  x  ==  o';6jQ-24t. 

C'est  l'heure  du  minimum  de  la  marée  totale  à  Brest  dans  les  qua- 
dratures. Cette  heure  doit  surpasser  d'un  quart  de  jour,  l'heure  du 
maximum  de  la  marée  totale ,  que  nous  avons  trouvée  dans  le 
n°.  35,  égale  à  o'-,437g3.  Cependant  la  différence  de  ces  heures 
n'est  que  deo'-,24i5i,  plus  petite  d'environ  8'^,  qu'un  quart  de 
jour.  Cela  paroît  indiquer  une  anticipation  dans  l'heure  de  la  pleine 
mer  à  Brest ,  à  mesure  qu'elle  est  plus  petite  :  nous  avons  déjà 
observé  un  effet  analogue,  dans  la  hauteur  du  zéro  de  l'échelle 
observation  ,  au-dessus  du  niveau  de  la  mer ,  déterminée  par  les 
marées  sysigies  et  par  les  marées  quadratures.  Ce  sont  vraisem- 
blablement de  légers  écarts  de  la  supposition  dont  nous  sommes 
partis ,  savoir  que  les  deux  flux  partiels ,  solaire  et  lunaire ,  se 
superposent  l'un  à  l'autre ,  comme  ils  se  seroient  disposés  sépare- 
Nu  2. 
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ment,  sur  la  surface  du  niveau  de  la  mer  ;  ce  qui  n'a  lieu  que  dans 
le  cas  des  ondulations  infiniment  petites. 

Déterminons  la  valeur  du  coefficient  de  t' qui  résulte  de  la  loi  de 
la  pesanteur.  On  a  vu  dans  le  n°.  précédent,  que  ce  coefficient 
dans  les  quadratures  des  équinoxes ,  est  égal  à 


V 

r 3 


'.  f— — - —  r.cos.s  1 

[cos.  V  ) 


L'          ■  i  L 
--.COS.  V  -.COS.  V 

r 3  r3 


On  peut  supposer  cos. V'  =  et  par  le  n°.  5i ,  p' =  20,69662. 
On  a  pareillement,  cos.V  =  ^J»,  et  parle  même  n0.,  7?  =  25,6884i; 

de  plus ,  ^  =-^-4 ,  dans  les  quadratures  ,  et  cette  valeur  doit  être 

diminuée  d'un  trentième  :  r'  est  le  moyen  mouvement  de  la  lune 
vers  les  quadratures ,  dans  l'intervalle,  de  deux  marées  d'un  jour  a 
l'autre  ,  vers  les  quadratures  des  équinoxes  ,  intervalle  égal  à 
1'  ',o575o  5  et  ce  mouvement  doit  être  diminué  à  raison  de  l'argu- 
ment de  la  variation  :  r  est  le  moyen  mouvement  correspondant  du 
soleil  ;  enfin,  on  peut  supposer  cos.2s=^y,  et,  par  le  n0.  5i  , 
q  =  20,47926.  On  trouvera ,  cela  posé,  o>  ,064a 5,  pour  le  coefficient 
de  t,  donné  par  la  théorie  ,  dans  les  quadratures  des  équinoxes. 
Dans  les  quadratures  des  solstices  ,  le  coefficient  de  t  est  égal  à 

— .cos.V.  (r'.cos.ê'  —  ) 

r 3  cos.i/J 

r      ~    1      l  ' 

—  .cos.V  . COS.  V 

t  3  r3 

Ici  cos.V  '==  £  q',  et  q'  èà  23,75422;  cos.V  =  £  y,  et  q=  20,47926. 
r  et  r'  sont  les  mouvemens  du  soleil  et  de  la  lune ,  dans  l'inter- 
valle de  deux  marées  d'un  jour  à  l'autre  vers  les  quadratures  des 
solstices,  intervalle  de  i'-,o4644;  le  mouvement  de  la  lune  devant 
être  diminué  à  raison  de  l'argument  de  la  variation  r  de  plu 

_  —  m  ,  —  ■  mais  comme  il  y  a  dix-huit  quadratures  d'été  et  six 

quadratures  d'hiver,  dans  les  observations  de  la  table  VII,  la 

valeur  de  —  doit  être  diminuée  d'un  quarantième  ;  enfin  ,  il  faut 
r3 
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diminuer  d'un  trentième ,  —  ;  on  trouvera,  cela  posé,  o'-,o4528, 

pour  le  coefEcient  de  t ,  donné  par  la  théorie  ,  dans  les  quadra- 
tures des  solstices.  En  réunissant  les  deux  coefficiens  relatifs  aux 
équinoxes  et  aux  solstices ,  la  moitié  o'-,o5476  de  leur  somme  ,  sera 
le  coefficient  de  t,  dans  toutes  les  observations  de  la  table  'VIL  Ce 
coefficient  est,  suivant  les  observations  ,  o'-,o52o67  '■>  ^a  différence 
est  dans  les  limites  des  erreurs  des  observations  et  des  élémens 
employés  clans  le  calcul. 

Considérons  séparément  les  observations  des  quadratures  des 
équinoxes  ,  et  celles  des  quadratures  des  solstices  de  la  table  VII. 
En  y  appliquant  la  méthode  précédente  ,  on  trouvera  pour  l'heure 
des  marées  totales  vers  les  quadratures  des  équinoxes , 

o'  ,6o6o5  +  o'  ,057490 .  t' , 
et  pour  l'heure  des  marées  totales  vers  les  quadratures  des  solstices 

o'-,6i744  +  oi-,o46643.^. 
L'heure  moyenne  de  la  quadrature  à  Brest ,  a  été  o'-,444i8  dans  les 
premières  quadratures ,  et  o'-^o^oo,  dans  les  secondes  ;  d'où  l'on 
tire  Tégal  à  0^,67919,  par  les  observations  des  quadratures  des 
équinoxes,  et  T  égal  à  o'-^goô  par  les  observations  des  quadra- 
tures des  solstices.  La  différence  de  ces  valeurs  à  celle-ci  o'-,67q24 
donnée  par  l'ensemble  des  équinoxes  et  des  solstices,  est  dans  les 
limites  des  erreurs  des  observations. 

Il  résulte  des  expressions  précédentes ,  que  les  coefficiens  de  t' 
ou  ce  qui  revient  au  même,  les  retards  de  la  marée  d'un  jour  à 
l'autre  ,  vers  les  quadratures  ,  sont  plus  grands  dans  les  équinoxes 
que  clans  les  solstices.  Ce  résultat  des  observations  est  conforme  à 
la  théorie  qui  nous  a  donné  o'-,o6425  et  o'-,o4528,  qui  diffèrent  peu 
des  coefficiens  o^o^égS  ,  et  oi-,o46643 ,  déterminés  par  les  obser- 
vations. La  différence  seroit  plus  petite  encore ,  si  l'on  avoit  égard 
IX  troisièmes  puissances  de  4-'— 4,  que  nous  avons  négligées,  et 
!  ii  deviennent  sensibles,  sur-tout  vers  les  quadratures  des  équi- 


noxes. 


4o.  Le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre ,  vers  les  quadra- 
tures, augmente  dans  les  marées  périgées  ,  et  diminue  dans  les 
marées  apogées  ;  mais  ce  phénomène ,  dû  à  la  variation  de  la  dis- 
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tance  lunaire  ,  est  moindre  dans  les  marées  quadratures  que  dans 
les  marées  sysigies.  Pour  comparer  sur  ce  point,  la  théorie  aux 
observations  ,  j'ai  ajouté  dans  onze  quadratures  dans  lesquelles  le 
demi-diamètre  de  la  luneétoit  au-dessous  de  vingt-huit  minutes ,  les 
retards  des  marées,  tant  du  matin  que  du  soir  ,  du  jour  même  de 
la  quadrature ,  jusqu'aux  troisièmes  marées  correspondantes  qui 
les  suivent ,  et  j'ai  trouvé  5'-,26667  pour  la  somme  de  ces  retards. 
J'ai  ajouté  pareillement  dans  «les  onze  quadratures  correspondantes 
dans  lesquelles  le  demi-diamètre  de  la  lune  surpassoit  vingt-neuf 
minutes  et  demie ,  les  retards  des  marées  tant  du  matin  que  du 
soir,  depuis  le  jour  même  de  la  quadrature  ,  jusqu'aux  troisièmes 
marées  correspondantes  qui  les  suivent  ;  et  j'ai  trouvé  5',5q5o6, 
pour  la  somme  de  ces  retards.  La  somme  des  demi -diamètres 
lunaires  étoit  de  50222" ,  dans  les  onze  premières  quadratures  ,  et 
de  52728"  dans  les  onze  dernières  ;  ainsi  a5o6"  d'accroissement 
dans  la  somme  de  ces  demi-diamètres  ,  ont  produit  o', 12659  d'ac- 
croissement, dans  la  somme  de  ces  retards  ;  d'où  il  résulte  qu'une 
minute  d'accroissement  dans  Je  demi-diamètre  de  la  lune,  produit 
84",  d'accroissement  dans  le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre  , 
vers  les  quadratures,  accroissement  qui  est  à  très-peu  près  le 
tiers  de  celui  qui  correspond  à  la  même  variation  du  demi-dia- 
mètre lunaire  dans  les  sysigies  ,  et  qui  par  le  n°.  57  ,  est  de  258". 

Par  le  n°.  cité,  le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre  vers  les 
sysigies  ,  est 


en  supposant  r  =rf — <*V,  l'accroissement  du  retard  des  marées, 
correspondant  à  la  diminution  — <Pr',  sera 


2?  étant  le  retard  moyen  des  marées  d'un  jour  à  l'autre,  vers 


Il  L 

 ! — 

r/3  r3 


> 
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les  sysigies.  On  trouvera  de  la  même  manière  ,  par  le  n°.  57 , 

7;  '  l  ' 

r/3  r3 

pour  l'accroissement  du  retard  des  marées  correspondant  à.  — JV, 

dans  les  quadratures,  R'  étant  alors,  le  retard  moyen  des  marées 

d'un  jour  à  l'autre.  Maintenant  ,  on  peut  supposer  sans  erreur 

., ,  L'  3L  i  .  i'iîK  ff 
sensible ,  — —  =  -j-,dans  ces  expressions,  ce  quiles  réduit  a  . — - 

R'  £r'  T'     .    *  .  ' 

et  — .—  ;  mais  on  a ,  par  ce  qui  précède ,  R  =  2705",  R'  =  5207"; 

ainsi  le  premier  retard  étant  supposé  de  268",  le  second  sera  de  go".  : 
les  observations  donnent  84";  la  théorie  sur  ce  point  est  donc  d'ac- 
cord avec  elles. 

4: 1 .  Nous  pouvons  maintenant ,  réduire  en  nombres ,  l'ex- 
pression de  la  hauteur  *y,  de  la  mer ,  à  un  instant  quelconque,  au- 
dessus  de  sa  surface  d'équilibre ,  expression  que  nous  avons  don- 
née dans  le  n°.  20.  On  a  vu  précédemment ,  que  les  termes  de  cette 
expression ,  multipliés  par  B  et  par  Q  ,  sont  insensibles  à  Brest. 
On  peut  d'ailleurs,  vu  la  petitesse  de  ^4,  supposer  sans  erreur 
sensible,  dans  le  terme  qu'il  multiplie,  y—  a.  La  constante  k  est 
l'intervalle  dont  la  marée  solaire  suit  à  Brest ,  le  passage  du  soleil 
au  méridien ,  cet  intervalle  étant  réduit  en  degrés ,  à  raison  de  4oo° 
pour  un  jour  ;  or  l'ensemble  des  observations  des  marées  sysigies 
nous  a  donné  pour  cet  intervalle ,  o',i87g3  ,  et  l'ensemble  des  ob- 
servations des  marées  quadratures  donne  pour  le  même  intervalle, 
o'  ,i7g24:  le  milieu  entre  ces  deux  résultats,  est  o'-,i8558;  en  le 
réduisant  en  degrés ,  on  aura  73°,43a  ;  c'est  la  valeur  que  nous  assi- 
gnerons à  a.  Cela  posé ,  l'expression  de  ay  sera  pour  Brest , 

y  =  — ome,o2745.  { i3 .  (1— 3.  sin  V )  +  5i'3 .  (1—  5.  sin. *v')  } 

,  f  i3.  sin.  f.  cos.  v  .cos.  (v — 73°.452  )  ) 

-4- O     07 170  .s  > 

'  '  /J  [  +5P. sin. v'. cos. </.cos.fu  +  4— 4'— 75t,,43 2)  j 
+  0-78112  f^-cos^^os-2^-753,452;  I 

Dans  cette  formule ,  i°.  v  est  l'angle  horaire  du  soleil ,  c'est-à-dire , 


a88  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

l'angle  qu'il  a  décrit  par  son  mouvement  diurne ,  depuis  son  passage 
au  méridien  de  Brest,  jusqu'à  l'instant  pour  lequel  on  calcule; 
2°.  v  et  p  sont  les  déclinaisons  du  soleil  et  de  la  lune,  les  déclinai- 
sons boréales  étant  supposées  positives ,  etles  déclinaisons  australes, 
négatives  ;  5°.  4-  et  4'  sont  les  ascensions  droites  du  soleil  et  de  la 
lune  ;  4°.  i  est  le  rapport  de  la  moyenne  distance  du  soleil,  à  sa 
distance  actuelle,  et  i'  est  la  parallaxe  actuelle  de  la  lune,  divisée 
par  la  constante  de  cette  parallaxe  ;  5°.  enfin,  les  quantités  p,  p\ 
4,  4' j  i  et  i'  se  rapportent  à  un  instant  qui  précède  de  l'  jÔoyaé, 
celui  que  l'on  considère. 

Les  différentes  causes  qui  modifient  les  oscillations  de  la  mer 
sur  nos  côtes ,  et  probablement  aussi ,  l'erreur  de  l'hypothèse  des 
oscillations  infiniment  petites,  dont  nous  avons  fait  usage ,  écartent 
un  peu  la  formule  précédente ,  des  observations  ;  ainsi  ,  l'instant 
de  la  basse  mer,  déterminé  par  cette  formule,  diffère  de  quelques 
minutes ,  de  l'instant  observé  ;  parce  que  la  mer ,  à  Brest ,  emploie 
un  peu  moins  de  temps  à  monter  qu'à  descendre.  On  a  vu  encore, 
que  par  les  mêmes  causes ,  le  niveau  de  la  mer  est  un  peu  plus 
élevé  dans  les  sysigies  que  dans  les  quadratures;  elles  paroissent 
encore  retarder  les  marées ,  à  raison  de  leur  grandeur  :  malgré  ces 
légers  écarts  ,  on  pourra  employer  la  formule  précédente,  dans  le 
calcul  des  marées  que  les  vents  peuvent  altérer  d'une  quantité 
beaucoup  plus  sensible. 

Cette  formule  offre  un  moyen  simple  de  déterminer  les  plus 
grandes  marées  qui  doivent  suivre  chaque  sysigie .  La  connoissance 
de  ces  phénomènes  intéresse  les  travaux  et  les  mouvemens  des 
ports;  elle  est  encore  utile  pour  prévenir  les  accidens  qui  peuvent 
résulter  des  inondatious  produites  par  les  grandes  marées  ;  il  im- 
porte donc  qu'ils  soient  déterminés  d'avance  :  on  y  parviendra  de 
cette  manière.  La  plus  grande  marée  suit ,  comme  on  l'a  vu ,  d'en- 
viron un  jour  et  demi ,  l'instant  de  la  pleine  ou  de  la  nouvelle 
lune;  etlorsqu'ellealieu,  les  angles  v — 750,452,etu  +  4— 4' — 755,45i 
sont  nuls  ou  égaux  à  deux  angles  droits  ;  on  a  donc  alors  , 

ay  =  —  ome,o^ 7 45 .  { i3 .  (ï — 3 .  sin . Vj  4-  5  P .  ( i — 5 .  sin. 'p')  } 
+  ome,07i7p,.  (=tî3.sin.f  .cos.f=fc5i'3.sin.f'.cos.</  } 
-h  Qme,78ii2.  {^.cos.V  +  Si^.cos.V}. 

On 
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On  peut  dans  cette  expression  ,  négliger  les  deux  premiers  termes 
qui  sont  très-petits  par  rapport  au  dernier  ,  et  qui  d'ailleurs  n'ont 
d'influence  sensible ,  que  vers  les  solstices  où  les  marées  sont  déjà 
sensiblement  affaiblies  par  les  déclinaisons  des  astres.  Alors  on  a 

aJ  =  omo,7 8 1 1 2 .  { i3 .  cos. V  +  5 ï3 .  cos.  V } . 
Dans  les  sysigies  des  équinoxes,  *=  1  à  fort  peu  près  ;  v  et  v  sont 
nuls ,  et  la  valeur  moyenne  de  f  est  |i  ;  en  prenant  donc  pour  unité , 
la  valeur  moyenne  de  *y,  vers  les  sysigies  des  équinoxes  ;  s» 
valeur  pour  une  sysigie  quelconque ,  sera 

=*=  m  •*{  i3  •  cos.  V  +  5  P .  cos.  V  } . 
Ainsi  l'on  aura  par  cette  formule  très-simple  ,  la  hauteur  de  la  plus 
grande  marée  qui  suit  d'un  jour  ou  deux,  chaque  nouvelle  ou 
pleine  lune,  les  quantités  i,  i',  P,  et  v'  se  rapportant  au  moment 
de  la  sysigie.  Cette  formule  déterminera  encore  le  plus  grand  abais- 
sement delà  marée,  au-dessous  de  la  surface  d'équilibre;  car  il 
résulte  de  l'expression  générale  de  *y ,  que  la  mer  s'abaisse  à-peu- 
près  autant  au-dessous  de  cette  surface,  dans  la  basse  mer,  qu'elle 
s'élève  au-dessus ,  dans  la  haute  mer  qui  lui  correspond.  Quant  à 
la  marée  prise  pour  unité  ,  on  la  déterminera  par  un  grand  nombre 
de  différences  de  la  haute  à  la  basse  mer,  observées  un  jour  ou 
deux ,  après  les  sysigies  voisines  de  l'équinoxe  ;  la  moitié  de  la 
valeur  moyenne  de  ces  différences,  sera  à  très-peu-près  la  mai  ée 
prise  pour  unité. 

il.  Il  nous  reste,  pour  compléter  cette  théorie,  à  déterminer 
par  une  formule  simple  et  facile  à  réduire  en  table,  l'heure  de  la 
pleine  mer.  Reprenons  l'équation  du  n°.  21 , 

L 

— .  cos.V.  sin.  2  (4 — V) 
tan  g.  2  (  nt+<w-~4-' — =  r   


P  COS.  V  +— .  COS.  V.  COS.  2  (4—4') 

«Jette  équation  renferme  les  sept  variables  r,r\v,v'  nt  4  et  4' ■ 
ainsi,  sous  cette  forme,  il  seroit  difficile  de  la  réduire  en  table. 
Mais  on  peut  la  simplifier,  par  la  considération  du  peu  de  diffé- 
rence qm  existé  entre  les  diamètres  apparens  du  soleil  et  de  la  lune 

vJ  O 
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leurs  moyennes  distances  a  la  terre ,  où  nous  avons  établi  =•=  —j-f 
soient  h  et  h'  leurs  demi-diamètres  actuels  :  on  aura ,  en  obser- 

il 

vant  que  dans  la  formule  précédente  ,  —  doit  être  diminué  d'en- 
viron un  trentième  ,  ou  plus  exactement  ,  dans  le  rapport  de 
2,89841  h  5; 

»  (#)  •cos-**'-sm-2^  —  ^ 

tang.  2  (nt + =  TTy  ' 

2,89841 .(  —  J. cos. V+f  —  J  .COS.V.COS.2('4-4V 

Pour  faire  usage  de  cette  équation ,  on  formera  d'abord  une  table 
des  valeurs  de  la  fonction 

1      3,8984i       j    (       V  \' 

correspondantes  à  tous  les  degrés,  depuis  v~o,  jusqu'à  v  =  32*. 
On  corrigera  les  demi-diamètres  h  et  h',  du  soleil  et  de  la  lune ,  don- 
nés par  les  épliémérides,  en  en  retranchant  les  quantités  qui,  dans 
cette  table ,  répondent  aux  déclinaisons  de  ces  astres.  On  aura  ainsi 
à  fort  peu  près , 

^y.Sin.3.a-4'; 


nt  +  «• — -4-' — a  =  f  ang.tan  g.  < 


/h'\3     /h\3  \  ' 

»,8984i.(-J  +(^1  .cos.2a-4';J 


h  et  h'  étant  ici  les  demi-diamètres  du  soleil  et  de  la  lune ,  cor- 
rigés par  ce  qui  précède.  Par  ce  moyen  ,  les  déclinaisons  du  soleil 
et  de  la  lune,  disparaissent  de  l'expression  de  nt+™ — 4 — A  la 
rigueur ,  il  faudroit  retrancher  du  demi  -  diamètre  du  soleil  ,  la 

quantité  h.fi — ^côsTp);  mais  cette  quantité  étant  fort  petite, 

*  •  •  _    2,89841. H '+ H  .  , 

et  la  valeur  de  h  différant  peu  de  ,  on  peut  y  subs- 

tituer  pour  h ,  cette  dernière  quantité.  La  même  remarque  s'ap- 
plique à  la  correction  du  demi-diamètre  de  la  lune  ;  et  comme 
l'influence  de  cet  astre  sur  l'heure  des  marées,  est  à  celle  du  soleil , 
dans  îe  rapport  de  2,8984i  à  l'unité  ;  les  demi-diamètres  71'  et  JS 
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,       ,    „  2,89841.  H'+H 

entrent  suivant  ce  rapport,  dans  la  fonction  —  .Si l'on 

3,89841 

•,•  1    tjï-.  -,  h'.H,H+1ï-h  (H-h).(h'-h) 

considère  ensuite  que  la  différence  de  ;  à  --  ,  est  ^  -, 

h.  H'       H'  h-H' 

et  qu'elle  peut  être  négligée,  vû  la  petitesse  des  deux  facteurs 

H — h,  et  h' — h;  on  aura 

f  sin.s.f-j.  —  4'J 

5      0  )2,8g84i.f  — — — 1  +  cos. 2  (4— 4'; < 

On  peut  facilement  réduire  en  table,  cette  expression  de  nt+ -sr-4  -  a,- 
et  en  convertissant  les  angles  en  temps,  à  raison  de  la  circonfé- 
rence entière  pour  un  jour,  on  aura  la  loi  des  retards  des  marées,  sur 
l'instant  du  passage  de  la  lune  au  méridien  supérieur,  ou  infé- 
rieur, instant  déterminé  par  la  condition  de  nt  +  vr — 4'=o,  ou 
nt+tr — 4'=  2000.  Mais  pour  se  servir  de  cette  table,  il  faut  con- 
noitre  dans  chaque  port ,  le  temps  dont  le  maximum  de  la  marée 
suit  la  sysigie.  On  a  vu  qu'à  Brest,  ce  temps  est  de  1'  ,50724 ,  et 
suivant  les  observations,  il  est  à-peu-près  le  même  dans  tous  nos 
ports  de  l'océan;  en  sorte  que  les  valeurs  de  nt  +  ix — 4' — a  cor- 
respondent aux  valeurs  de  4 — 4'  qui  précèdent  de  î^Soya^,  l'ins- 
tant pour  lequel  on  calcule.  Il  faut ,  de  plus ,  connoître  la  cons- 
tante k  cette  constante  réduite  en  temps ,  est  l'heure  de  la  pleine 
mer  qui  suit  la  sysigie  ,  de  ii  »5p724j  on  pourra  ainsi  la  déterminer 
par  un  grand  nombre  d'observations  de  l'heure  de  la  pleine  mer  du 
second  jour  après  la  sysigie. 

4:0.  Rappelons  en  peu  de  mots,  les  principaux  phénomènes 
des  marées ,  et  leurs  rapports  avec  la  loi  de  la  pesanteur  univer- 
selle. Nous  avons  principalement  considéré  ces  phénomènes  vers 
leurs  maxima  et  vers  leurs  minima,  et  nous  les  avons  partagés 
en  deux  classes,  l'une  relative  aux  hauteurs  des  marées,  l'autre 
relative  aux  heures  des  .marées  et  cà  leurs  intervalles  ;  examinons 
séparément  ces  deux  classes  de  phénomènes. 

Les  hauteurs  des  marées  dans  chaque  port ,  à  leur  maximum 
vers  les  sysigies ,  et  à  leur  minimum  vers  les  quadratures  ,  sont  les 
données  de  l'observation ,  qui  peuvent  le  mieux  faire  connoître  le 
rapport  des  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  les  marées ,  et  au 

Oo  a 
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moyen  de  ce  rapport ,  les  divers  phénomènes  des  marées  ,  qui 
résultent  de  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle.  L'un  de  ces  phé- 
nomènes, très-propre  à  vérifier  cette  théorie;  est  la  loi  de  dimi- 
nution des  marées  en  paiiant  du  maximum,  et  la  loi  de  leur  accrois- 
sement en  partant  du  minimum.  On  a  vu  dans  les  nos.  iS  et  5i ,  que 
la  théorie  de  la  pesanteur  s'accorde  parfaitement  sur  ce  point ,  avec 
les  observations. 

Ces  loix  de  diminution  et  d'accroissement  des  marées  ,  varient 
avec  les  déclinaisons  du  soleil  et  de  la  lune  :  on  a  vu  dans  le  n°.  26 , 
que  leur  diminution  vers  les  sysigies  des  équinoxes,  est  à  la  dimi- 
nution correspondante  vers  les  sysigies  des  solstices  ,  dans  le  rap- 
port de  i5  à  8  ,  et  que  ce  résultat  est  conforme  à  la  théorie  de  la 
pesanteur.  Pareillement,  on  a  vu  dans  le  n°.  62  ,  que  l'accroisse- 
ment des  marées,  en  partant  de  leur  minimum  vers  les  quadratures 
des  équinoxes ,  est  à  l'accroissement  correspondant  vers  les  qua- 
dratures des  solstices ,  comme  2  est  à  1 ,  et  que  la  théorie  de  la 
pesanteur  donne  à  fort  peu  près  le  même  rapport. 

Suivant  cette  théorie ,  la  hauteur  des  marées  totales  dans  leur 
maximum ,  vers  les  sysigies  des  équinoxes  ,  est  à  leur  hauteur 
correspondante  vers  les  sysigies  des  solstices ,  à-peu-près  comme 
le  quarré  du  rayon  est  au  quarré  du  cosinus  de  la  déclinaison  des 
astres  vers  les  solstices  ,  et  l'on  a  vu  dans  le  n°.  26  ,  que  cela 
diffère  peu  du  résultat  des  observations.  Par  la  même  théorie , 
l'excès  de  la  hauteur  des  marées  totales  dans  leur  minimum  vers  le.? 
quadratures  des  solstices  ,  sur  leur  hauteur  correspondante  vers 
les  quadratures  des  équinoxes ,  est  le  même  que  l'excès  de  la  hau- 
teur des  marées  totales  dans  leur  maximum  vers  les  sysigies  des 
équinoxes ,  sur  leur  hauteur  correspondante  vers  les  sysigies  des 
solstices  ;  et  l'on  voit  par  les  nos.  26  et  32  ,  que  cela  est  exactement 
conforme  aux  observations. 

L'influence  de  la  lune  sur  les  marées,  croît ,  par  le  principe  de  l 
pesanteur,  comme  le  cube  de  sa  parallaxe;  et  par  le  n°.  28,  cela 
est  tellement  d'accord  avec  les  observations  ,  que  l'on  eût  pu  en 
conclure  exactement  la  loi  de  cette  influence. 

Les  phénomènes  des  intervalles  des  marées  ,  ne  s'accordent  pas 
moins  avec  la  théorie  ,  que  ceux  de  leurs  hauteurs.  Suivant  cette 
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théorie ,  le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre  ,  est  environ  deux 
fois  moindre  à  leur  maximum  vers  les  sysigies ,  qu'à  leur  minimum, 
vers  les  quadratures  5  il  est  de  27'  à-peu-près  dans  le  premier  cas , 
et  de  55'  dans  le  second.  On  a  vu  dans  les  n,s.  55  et  5g  ,  que  les  ob- 
servations s'éloignent  fort  peu  de  ces  résultats  de  la  théorie. 

Le  retard  des  marées  varie  avec  les  déclinaisons  des  astres  ;  il 
doit  être  plus  grand  vers  les  sysigies  des  équinoxes  que  vers  celles 
des  solstices,  dans  le  rapport  de  8  à  7  ;  vers  les  quadratures  des 
équinoxes,  il  doit  être  plus  grand  que  vers  celles  des  solstices,  dans 
Je  rapport  de  i5  à  g.  On  a  vu  dans  les  nos.  56  et  5g  ,  que  les  obser- 
vations donnent  à-peu  près  ces  mêmes  rapports. 

Les  distances  de  la  lune  à  la  terre ,  influent  sur  le  retard  des  ma- 
rées. Suivant  la  théorie ,  une  minute  d'accroissement  dans  le  demi- 
diamètre  de  la  lune,  donne  25i"  d'accroissement  dans  ce  retard 
vers  les  sysigies ,  et  go"  seulement  vers  les  quadratures  •  et  l'on  a 
vu  dans  les  n°s.  67  et  4o,  que  cela  est  d'accord  avec  les  observations 
qui  confirment  ainsi ,  sous  tous  les  rapports  ,  la  loi  de  la  pesanteur 
universelle. 

J'ai  insisté  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  ;  parce  qu'il  est 
de  tous  les  résultats  des  attractions  célestes  ,  le  plus  près  de  nous, 
et  que  nous  pouvons  à  chaque  instant,  en  reconnoître  les  loix. 
J'espère  que  la  théorie  que  je  viens  de  présenter  de  ses  phéno- 
mènes ,  déterminera  les  observateurs ,  à  les  suivre  dans  les  ports 
favorables  à  ce  genre  d'observations  ,  tels  que  celui  de  Brest.  Des 
observations  exactes  et  continuées  pendant  une  période  du  mou- 
vement des  nœuds  de  la  lune  ,  fixeront  avec  précision  les  élémens 
de  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  et  peut-être,  feront 
connoître  les  petits  flux  partiels  dépendans  de  la  quatrième  puis- 
sance inverse  de  la  distance  de  la  lune  à  la  terre ,  phénomènes  en- 
veloppés jusqu'ici ,  dans  les  erreurs  des  observations. 
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CHAPITRE  IV. 

Des  oscillations  de  V atmosphère. 

44.  Dans  l'impossibilité  de  soumettre  à  l'analyse,  les  mouve- 
niens  de  l'atmosphère  ,  dûs  aux  variations  de  la  chaleur  du  soleil , 
et  à  toutes  les  circonstances  qui  modifient  ces  mouvemens  ;  nous 
nous  bornerons  à  considérer  les  oscillations  dépendantes  des  attrac- 
tions du  soleil  et  de  la  lune ,  en  supposant  à  l'atmosphère ,  une 
température  uniforme ,  et  une  densité  variable  ,  proportionnelle 
dans  chaque  point,  à  la  force  comprimante.  En  partant  de  ces  hy- 
pothèses, nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  37  du  premier  livre 
dont  je  conserverai  ici  toutes  les  dénominations,  aux  deux  équa- 
tions suivantes  : 

/'i^9-{(S")~2"'SinJ-COSj,(ï')} 

(  /du'\     (dv'\  u'.cos.n 

y  =  -l-\\iû)+\~d^)+-^J~y 

Si  l'on  suppose  à  la  mer,  une  profondeur  constante,  égale  à  V,  et 
si  l'on  fait  abstraction  de  sa  densité,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
les  nos.  10  et  suivans  ;  on  aura  par  le  n°.  56  du  premier  Livre , 

^•^•{(^)~2"-Sin-S-COSj'(^)} 

+  r\  l*.  | sin.5  6 .  ^j^+2re,sin. S.cosJ.^  J J=  £F"'—g.  fyj 

,  f  /  du\     /âv\     u. cos. 8  1 
-  =  -  /'.    b    +    T-  +^  i 
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la  valeur  de  V  étant  la  même  ici,  que  dans  les  équations  précé- 
dentes. En  faisant  donc , 

'(l—ï).ut+tu—iiïi 
(l —  l') .  v  +  l'v  =  Iv"  ; 

les  quatre  équations  précédentes  donneront  celles-ci , 

r..,9.{(^)_^.si„.9.cos.9.(^)} 

+  r\     .  |  sin.29 .  +  2tz  .  sin.  fl .  cos.  9 .         ^—^J^'  —  g.s-y"  . 

\fdu"\     /dv"\      u'.cos.ê  1 

Ces  deux  équations  sont  évidemment  celles  des  oscillations  de  la 
mer,  en  lui  supposant  la  profondeur  /,  et  dans  ce  cas,  on  peut  dé- 
terminer la  valeur  dey",  ainsi  que  celle  de  y  ,  par  le  premier  cha- 
pitre de  ce  Livre  ;  on  aura  donc  ainsi  la  valeur  de  y'y  par  l'analyse 
exposée  dans  ce  chapitre. 

Nous  avons  observé  dans  le  n°.  Zq  du  premier  Livre,  que  k  étant 
la  hauteur  du  baromètre  dans  l'état  d'équilibre;  ses  oscillations 

sont  représentées  par  la  formule  *km&+y  l  j  et  par  conséquent  , 
par  celle-ci , 

Il  est  facile  de  voir  par  le  n°.  5y  du  premier  Livre,  que  l  est  le 
rapport  de  la  hauteur  de  l'atmosphère ,  au  rayon  terrestre ,  en 
supposant  la  densité  de  l'air  et  sa  température ,  par-tout  les  mêmes  • 
or  on  trouve  par  l'expérience ,  qu'à  la  température  de  la  glace 
••rdante,  la  densité  du  mercure  est  à  celle  de  l'air,  à-peu-près 
uns  le  rapport  de  io520  à  l'unité  ;  et  comme  la  hauteur  moyenne 
du  baromètre  est  d'environ  orae,y6 ,  il  en  résulte  que  A  des 

températures  plus  élevées ,  la  valeur  de  /augmente.  Pour  avoir  une 
idée  des  oscillations  du  baromètre  ;  nous  supposerons  la  tempéra- 
ture, telle  que  l  =  * — -,  ce  qui  est  une  des  profondeurs  de  la  mer, 
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pour  lesquelles  nous  avons  déterminé  dans  le  n°.  11  ,  la  valeur 
de  ay ,  qui  sera  dans  ce  cas,  celle  de  ay"  j  nous  supposerons  de 
plus  ,  /'  =  2  /,  ce  qui  est  encore  une  des  profondeurs  de  la  mer, 
que  nous  avons  considérées  :  la  valeur  de  ay ,  sera  celle  qui  est 
relative  à  cette  profondeur.  En  substituant  donc  pour  /,  ces 
valeurs ,  et  pour  ay  et  les  quantités  que  nous  avons  trouvées 
dans  le  n°.  11;  en  considérant  ensuite  que  k  —  om",r]Q,  et  que  le 
rayon  terrestre  est  égal  à  6366200  mètres  j  on  aura  pour  détermi- 
ner les  oscillations  du  baromètre, 


uk.(ly"~l'y)  *k 
'  1.(1— l') 


--.(.2y—y") 

,  „   { i+3.  cos. 28  ")   ,  .  .  , 

=  omc,ooooioo20.  j  >.  {sin.V-ï.cos.V+e.sm.V  -{0.COS.V  } 


© 


1,0000 

-4,6952. sin.a9 

_  _  J-2,q542.sin.4  ô  (     .       f  cos.V.cos.2('rai+'îr— X) 
+  ome,ooooio62ï).<  .    s.}.sm.t  ,  ,  v  T_y  , 

T      '  ^-0,6922. sm.6  0/  (. +  e.cos.  *>  .cos.2(rci+^-4v 

-o,o899.sin.?5 

-o,oo76.sin.'°9 

Si  l'on  suppose  le  soleil  et  la  lune ,  en  conjonction  ou  en  opposi- 
tion ,  dans  le  plan  de  l'équateur  ,  et  dans  leurs  moyennes  dis- 
tances ,  où  e  =  5  à  fort  peu  près;  on  aura  à  l'équateur,  omo,ooo65o5 , 
pour  la  différence  de  la  plus  grande  élévation  à  la  plus  grande 
dépression  du  mercure  dans  le  baromètre.  Cette  quantité  ,  quoique 
très-petite,  peut  être  déterminée  par  une  longue  suite  d'observa- 
tions barométriques  faites  entre  les  tropiques  où  les  variations  du 
baromètre  sont  peu  considérables  :  ce  phénomène  est  digne  de 
l'attention  des  observateurs. 

L'action  du  soleil  et  de  la  lune  ,  excite  un  vent  correspondant 
au  flux  et  au  reflux  de  la  mer;  déterminons  la  force  de  ce  ver'' 
à  l'équateur,  dans  les  suppositions  précédentes.  Pour  cela,  noi, 
reprendrons' la  première  équation  de  ce  n°. ,  et  nous  y  ferons 
cos.  9  =  o;  elle  donnera 

ÊâV       -       /dy'\         /dy\  fâV'\ 

7F = ~ 8*  \d^rg-  \^)-{-  UrJ  f 

or 
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or  on  a  y'+y  —  zy  — y"  ;  de  plus  ,  on  a  par  les  n0'.  4  et  1 1 , 
(dV'\ 

\  dm )  ^•°^i25i6.{cos.V.sin.2^4-w_4;  +  Ê..Cos.V'.sin.2('nï+'B-~4  )}  ; 

en  substituant  donc  pour  y  et  y"  leurs  valeurs ,  on  aura 

ddv 

2g-.ime,o36g.{cos.V.sin.2^4-^— 4 j)+e.cos.V.sin.  n(nt+m—4')}  ; 
ce  qui  donne  à  fort  peu  près  en  intégrant, 

^'  =  if.^+^.ra^.1«.ejo569.{cos.Vxos.2f7zf+^-4;+ecos.V^cos.2(f7zi+^-4';}. 

Si  l'on  suppose  que  dt  représente  une  seconde,  ndt  sera  à-peu- 

près  la  cent  millième  partie  de  la  circonférence  :  de  plus  ,  —  est  — 

du  rayon  terrestre  que  nous  désignerons  par  r;  on  aura  ainsi , 

r^'==riï^+o">i883.{cos.V.cos.2('«i+^-4;+e.cos.V.cos.2('7z^+^-4';}. 

Si  la  constante  ^n'étoit  pas  nulle;  il  en  résulteroit  à  l'équateur, 
un  vent  constant,  et  l'on  pourroit  expliquer  ainsi,  les  vents  alises, 
•  Mais  la  valeur  de  cette  constante,  dépend  du  mouvement  initial  de 
l'atmosphère,  et  nous  avons  déjà  observé  dans  le  n°.  6  ,  que  tout  ce 
qui  dépend  de  ce  mouvement ,  a  dù  être  anéanti  depuis  long-temps, 
par  les  résistances  en  tout  genre  ,  que  les  molécules  de  l'air  éprou- 
vent en  oscillant;  d'où  l'on  peut  généralement  conclure  que  le3 
vents  alisés  ne  sont  point  dus  à  l'attraction  du  soleil  et  de  la  lune 
ur  l'atmosphère. 
Si  l'on  suppose  ces  deux  astres  en  conjonction  ou  en  opposition, 
ms  l'équateur,  et  e—o  ;  on  aura  ome,07532 ,  pour  le  plus  grand  espace 
.l'une  molécule  d'air  parcourt  dans  l'intervalle  d'une  seconde, 
a  vertu  de  leurs  actions  réunies  ;  or  il  paroît  impossible  de  s'as- 
•u-er  par  l'observation ,  de  l'existence  d'un  vent  aussi  peu  consi- 
ble ,  dans  une  atmosphère  d'ailleurs  très-agitée  :  mais  il  n'en 
pas  ainsi  des  variations  barométriques,  vû  ,  sur-tout,  l'ex- 
trême précision  dont  les  observations  du  baromètre  sont  suscep- 
.    tibles  :  ces  variations  qui ,  comme  nous  l'observons  dans  les  hau- 
teurs des  marées  ,  peuvent  être  considérablement  accrues  par  les 
circonstances  locales ,  méritent  toute  l'attention  des  observateurs, 
Mécan.  cél.  Tome  II.  P  p 
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Nous  ignorons  jusqu'à  quel  point  les  petites  oscillations  que 
l'action  du  soleil  et  de  la  lune  excite  dans  l'atmosphère,  peuvent 
modifier  les  mouvemens  produits  par  les  causes  diverses  qui  agitent 
un  fluide  aussi  mobile ,  et  dans  lequel  ,  à  raison  de  cette  grande 
mobilité  ,  une  cause  très-légère  peut  être  la  source  de  changemens 
considérables.  L'observation  peut  seule  nous  instruire  à  cet  égard  : 
nous  observerons  seulement ,  que  si  l'atmosphère  recouvroit  im- 
médiatement le  noyau  solide  de  la  terre  ;  les  équations  différen- 
tielles de  son  mouvement ,  seroient ,  par  ce  qui  précède ,  les  mêmes 
que  celles  de  la  mer ,  en  lui  supposant  par-tout ,  une  même  pro- 
fondeur ;  or  on  a  vu  dans  le  n°.  8,  que  les  oscillations  de  la  seconde 
espèce,  les  seules  qui  dépendent  de  la  différence  entre  les  décli- 
naisons boréales  et  australes  du  soleil  et  de  la  lune,  disparaissent  : 
ces  oscillations  disparaissent  encore,  ou  du  moins,  sont  presque 
insensibles,  lorsque  l'atmosphère  recouvre  une  mer  dans  laquelle 
ces  oscillations  sont  nulles  ou  très-petites  ,  ainsi  que  cela  a  lieu 
dans  nos  ports  ;  le  signe  de  la  déclinaison  des  deux  astres  n'a  donc 
pas  d'influence  sensible  sur  les  modifications  de  l'atmosphère. 


LIVRE  V. 


DES  MOVVEMEN  S  DES  CORPS  CELESTES,  AUTOUR 
DE  LEURS  PROPRES  CENTRES  DE  GRAVITE. 


Ii  e  s  mouvemens  des  corps  célestes  autour  de  leurs  propres  centres 
de  gravité  ,  ont  une  telle  liaison  avec  leurs  figures  ,  et  les  oscilla- 
tions des  fluides  qui  les  recouvrent;  que  nous  croyons  devoir  en 
présenter  l'analyse ,  immédiatement  après  les  théories  exposées 
dans  les  deux  Livres  précédens.  Nous  ne  considérerons  parmi  les 
corps  du  système  solaire,  que  la  terre ,  la  lune,  et  les  anneaux  de 
Saturne,  les  seuls  par  rapport  auxquels  la  théorie  de  la  pesanteur 
puisse  être  comparée  sous  ce  rapport,  aux  observations;  mais 
l'analyse  suivante  peut  s'étendre  généralement  à  tous  les  corps 
célestes. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Des  mouvemens  de  la  terre ,  autour  de  son  centre  de  gravité. 

.  Rappelons  ici  les  équations  générales  du  mouvement  d'un 
corps  solide  de  figure  quelconque,  démontrées  dans  leChapitre  VII 
du  premier  Livre.  Si  l'on  conserve  toutes  les  dénominations  de  ce 
Chapitre  ;  les  équations  (D)  du  n°.  26  du  premier  Livre ,  se  réduisent 
aux  suivantes,  en  y  substituant  au  lieu  de/?',  g',  r,  leurs  valeurs 
C.p,  si.q  et  B.r, 

Pp  « 
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5oo 
dp- 


(B—A)                 dN         ■  dN' 
 ç  —  'çr.dt=—.cos.6  ^"-snl- 

(C-B) 


dr+ 


A 

(A-C) 


dN" 

.sin.H — —.cos.  ) 


.pq.dtz 


{  dN.sm.t+dN'.tosJ} 


A 

dN' 


.sin.f 


B  B  "~"T  B 

Il  faut  présentement  déterminer  les  momens  d'inertie  B,  C, 
et  les  valeurs  de  dN,  dN'  et  dN". 

1 .  Considérons  d'abord  les  momens  d'inertie.  Soit  R  le  rayon 
mené  du  centre  de  gravité  de  la  terre,  à  sa  molécule  dm;  soit  p ,  le 
cosinus  de  l'angle  que  R  forme  avec  l'axe  de  l'équateur;  soit  en- 
core <v ,  l'angle  que  forme  le  plan  qui  passe  par  cet  axe ,  et  par  le 
rayon  R,  avec  le  plan  qui  passe  par  le  même  axe,  et  par  le  premier 
axe  principal  :  R.  V i — ( i—y) . cos/V ,  sera  la  distance  de  la  mo- 
lécule ,  au  premier  axe  principal  ;  R.  V 1  — Ci  — ^JTsïîïTw,  sera 
la  distance  de  la  molécule,  au  second  axe  principal  ;  et  R.  V \—  ^ 
sera  sa  distance  au  troisième  axe  principal ,  ou  à  l'axe  de  l'équa- 
teur. Ainsi  ,  le  moment  d'inertie  d'un  corps  relativement  à  un  de 
ses  axes,  étant  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  du  corps, 
par  le  quarré  de  sa  distance  à  cet  axe  ,  et  ^ ,  B ,  C  étant  par  le 
n°.  26  du  premier  Livre ,  les  momens  d'inertie  de  la  terre  ,  par 
rapport  au  premier,  au  second  et  au  troisième  axe  principal  ;  on 
aura 

\A  =  S.R\dm.  {l  — Cl  —  (O.COS.'-sr}; 

B  —  S.R\dm.  {1  —  Ci—  f*\).sin.*<r}; 
C  =  S.R\dm.  {1  —  ;*'}; 

les  intégrales  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  de  la  terre. 
Maintenant,  on  a 

dm  =  R* .dR.dp.d™  ;  . 
si  l'on  observe  ensuite  que  les  intégrales  doivent  être  prises  depm 
R  —  o,  jusqu'à  la  valeur  de  R  àla  surface,  valeur  que  nous  dési- 
gnerons pari?';  on  aura 

^4  ass  l.S.R'S.dn.dvr.  {l— Cl  — /<).COS.V},. 

B  =  \.S.Rr\dy..d™.  {1— Ci— ("2;.sin.V); 
C  =j.S.R'5.di*.dv.{i—^}. 
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Supposons  H'5  développé  dans  une  série  de  cette  forme , 

H'5=  W)+W,)+UW+UW+  &c; 
U  W  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  ^  ,  V  i — f*a.sin.  « 
et  l/i — ^.cos.-sr,  assujétie  à  l'équation  aux  différences  partielles 


l  5  J+-T=^-+-^'+1 


La  fonction  1— (1— .  cos.**  est  égale  à  y+  {y— fi— ^.cos.V},. 
la  constante  f  est  comprise  dans  la  forme  Z/W,  et  la  fonction 
j  —  f1— PfO-eos.''* ,  est  de  la  forme  £7»,  puisqu'elle  satisfait  pour 
Z/W,  à  l'équation  précédente  aux  différences  partielles.  Pareille- 
ment 1— (1— /*\).sin/«  est  égal  à  f  +  {}—  (i—  /u^.sin.Vjj  et  le 
second  terme  de  cette  expression  est  de  la  forme  Enfin  la 
fonction  1—  j*s  est  égale  à  f +  ft*j  ,  et  la  partie  T— ^  est  de  la 
forme  Z7(i)  ;  on  aura  donc  en  vertu  du  théorème  que  nous  avons 
démontré  dans  le  troisième  Livre,  n°.  12  ; 

B  =f.*y.rf,*.rfw.{f.Z7(8)+{i—  Ci— ^;.sin.^}.Z7W}; 

Les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ^  =  — 1,  jusqu'à  ,u  =i?  et 
depuis  m  =  o ,  jusqu'à  -ar  =  2  t  ,  ce  qui  donne , 

5  =  £  x .  Z7(°>  +  T .  5-.  Î7W .  du .  J».  { I  —  (1 .  Sin. y  }  / 

La  fonction  Z/W  est  de  cette  forme , 

-H-  {3  —  h'}  +H'.p.  V \— p*.sin.v+H".p.  V\—  u'.cos.w 

+  _ZÏ'".('l  ("2./)-sin.2'3r_(-£r"".('i  

La  considération  des  axes  principaux  ,  donne  par  le  n°.  5i  du  troi- 
sième Livre , 

H'  =  o,    H>--=o,    H"i  =  o. 
Ces  trois  équations  renferment  toutes  les  conditions  nécessaires 
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pour  que  les  trois  axes  soient  des  axes  principaux.  On  aura  ainsi , 


T5~  g"^         3.5'  ' 

i5  9-52 

Si  l'on  veut  que  les  trois  momens  d'inertie  ^2,  B,  C,  soient  égaux 
entre  eux ,  on  aura  H=  o ,  H""  ==  o ,  et  par  conséquent  Z/W  ==  o ; 
cette  dernière  équation  satisfait  donc  à -la-fois ,  aux  conditions  des 
trois  axes  principaux ,  et  à  l'égalité  des  trois  momens  d'inertie  ; 
or  on  a  vu  dans  le  n°.  27  du  premier  Livre ,  qu'alors  les  momens 
d'inertie  sont  égaux  par  rapport  à  tous  les  axes  ;  la  sphère  n'est 
donc  pas  le  seul  solide  qui  jouisse  de  cette  propriété.  L'analyse 
précédente  donne  l'équation  générale  de  tous  les  solides  auxquels 
elle  appartient ,  équation  que  nous  avons  annoncée  dans  le  n°.  cité 
du  premier  Livre.  On  doit  observer  ici  ,  que  ces  résultats  sont 
indépendans  de  la  supposition  que  l'origine  de  B!  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  sphéroïde,  et  qu'ainsi,  ils  ont  lieu,  quel  que  soit 
le  point  où  l'on  fixe  cette  origine  dans  son  intérieur. 

La  terre  étant  supposée  formée  d'une  infinité  de  couches  varia- 
bles du  centre  à  la  surface  ;  le  rayon  R  d'une  de  ses  couches  peut 
toujours  être  exprimé  de  cette  manière, 

*  étant  un  très- petit  coefficient  constant ,  et         r(,,,&c,  étant 
des  fonctions  delà  même  nature  que  Z7C  ),         &c. ,  c'est-à-dire, 
qui  peuvent  satisfaire  à  la  même  équation  aux  différences  par- 
tielles ,  et  qui ,  de  plus  ,  peuvent  renfermer  a ,  d'une  manière  que 
conque.  En  négligeant  les  quantités  de  l'ordre      on  aura 

M"  =  o5  +  5  *  à .  {  Y  W  +  Y^  +  Y^  +  &c. }  ; 

partant,  si  l'on  conçoit  un  solide  homogène  d'une  densité  repré- 
sentée par  l'unité ,  et  dont  le  rayon  de  la  surface  soit  celui  de  . 
couche  dont  il  s'agit  ;  on  aura  relativement  à  ce  solide , 
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5o5 


5  7r .  a0 


B  = 


— — •  Yl'hdp.dir.  {y —  (l — pp).COa.*v}; 
s 

-  +  *..S.a5.YU.di*.d'V.  {^_Ci_^;,sin.^}; 
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En  différentiant  ces  valeurs  par  rapport  à  a ,  et  en  les  multipliant 
ensuite  par  la  densité  de  la  couche  dont  le  rayon  est  R ,  densité  que 
nous  représenterons  par  f ,  f  étant  une  fonction  quelconque  de  a  ; 
on  aura  les  momens  d'inertie  de  cette  couche  ,  et  pour  avoir  ceux 
de  la  terre  entière ,  il  suffira  d'intégrer  les  momens  de  la  couche 
par  rapport  à  a ,  depuis  a  =  o,  jusqu'à  la  valeur  de  a  ,  relative  à 
la  surface  de  la  terre ,  valeur  que  nous  désignerons  par  l'unité.  On 
aura  ainsi , 

A = "IF* s- p  ' d- é + *• s- 1  -  <%wv.fr*d*>  G-(w;.  cos.  v}  ï 

B  =^-S-f'd-a"  +  ^S.f.d(a"Y^).d^d^.  {}_^_^;.sin.V},. 

C  =-^-S-P'd-a5  +  *.S.p.d(a5rV).dn.dv.  {jr-^}j 

la  différence  d.  (a5Y^)  étant  uniquement  relative  à  la  variable  a. 

Il  résulte  de  l'équation  (2)  du  n°.  29  du  troisième  Livre,  que  si 
l'on  nomme  *p,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
l'équateur ,  on  a  par  la  condition  de  l'équilibre  des  fluides  répan- 
dus sur  la  terre , 

S.?.d(ctYV)=^{YV  +  ^.(^-L0}.S.f.dta% 

;  \  valeur  de  F<a>  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  étant 
elative  à  la  surface  de  la  terre ,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis 
=  0 ,  jusqu'à  a  —  i  •  on  aura  par  conséquent  ; 


8t  ^«9 

—  — —•o.p.d.a  -j  .a. S.  o.d.a 

!  27  ' 


5* 

+— .  S.TW.  dp.  dv.  {j  —  (i—tS) .  cos.  V}  .S.p.d.  a'  ; 
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B  ——.S.f.d.ai+- — .ç.S.p.d.a3 

10  27 

+  —  .  S.  Y W .  di* .  d*.  {  }  —  (x _ Ma ; .  gin.2  *  }  .  S.  f .  c?.  os, 

C  =  ^-.«y./>.rf.a5— — .p.S.p.d.a3 

i5  07  r 

+  j .  6'.  YM.dp.d*.  .S.p.d.  a\ 

La  fonction  Y^  est  de  cette  forme , 

h.(j — t*1)  +  h'.tA.  V \ — ^2.sin.  vr  +  h"./*.  V \ — ^".cos.» 
+  h'".  (1—      .  sin.  2  vr  +  h"".  (%—  ffi) .  cos.  2  *. 

La  considération  des  axes  principaux  donne  par  le  n°.  3  a  du  troi- 
sième Livre , 

h'  =  o,    h°  =  o,    hf"  =  o, 
et  par  conséquent , 

y  W  —  h.(\ — (**)  +  h!1",  (l—tf)  .  cos.  2  v. 

On  a  vu  dans  le  troisième  Livre ,  que  la  variation  de  la  pesanteur 
étant  à  très-peu  près  proportionnelle  au  quarrè  du  sinus  de  la  lati- 
tude, la  valeur  de  h!'"  doit  être  très-petite;  elle  seroit  nulle  en 
effet ,  si  la  terre  étoit  un  solide  de  révolution  ;  mais  pour  plus  de 
généralité ,  nous  la  conserverons  dans  les  recherches  suivantes  ; 
nous  aurons  ainsi, 

^4  S.p.d.  a5 — 57.  w.  (  h — l<f  ).S.p.d.  as—  |.  «t.  h"". S.  p .  d .  a%* 

10 

B  =^.S.?.d.à-±.*w.(h-iP).S.?.d.a'  +  ^.w.h'''\S.?.d.a?; 

C  ^=~.S.p.d.a5  +  ^.«.7r.(h — £ fJ.S.p.d.a*. 

3.  Considérons  présentement  les  valeurs  de  dN,  dN',  dN" 
qui  entrent  dans  les  équations  différentielles  {D')  dun°.  1.  Soit  J< 
la  masse  d'un  astre  qui  agit  sur  la  terre  ;  soient  x ,  y ,  z ,  les  cooi 
données  de  son  centre  ?  rapportées  au  centre  de  gravité  de  la  terre, 
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et.  rt  ~  \/ x1 -j-y* -\- z*  ;  nommons  x',  y',  z',  les  coordonnées  d'une 
molécule  dm  ,  du  sphéroïde  terrestre  ;  supposons  enfin  , 


les  forces  attractives  de  L  sur  la  molécule  dm  ,  décomposées  pa- 
rallèlement aux  axes  des  x ,  des  y  et  des  z ,  en  sens  opposé  à 
leur  origine,  et  diminuées  des  mêmes  forces  attractives  sur  le 
centre  de  gravité  de  la  terre ,  que  nous  considérons  ici  comme 

immobile ,  seront  (^jj  >  (^dy~^J  '  (^r)'  ^es  ^orces  sont  ce^es  ÇLue 
nous  avons  désignées  par  P,  Q,  R,  dans  le  n°.  a5  du  premier  Livre; 
on  aura  donc  par  ce  même  n°. , 

<M'     „  ,      f  ,  fdV\        ,  /dV\) 
Si  l'on  observe  ensuite  que  l'on  a 


on  aura 


dN 
dt 


=  S.dm.[y.(^-X.(^)}; 

coordonnées  x',y',  z',  étant  supposées  très-petites  relativement 
distance  r  de  l'astre  L ,  au  centre  de  gravité  de  la  terre  ,  on 
A  développer  V,  dans  une  suite  fort  convergente  par  rapport 
s  puissances  réciproques  de  r  ;  on  aura  ainsi  à  fort  peu  près  , 
Mécan.  cil*.  Tome  II.  Qq 
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~  =  ^-.S.dm.(x  x'+yy'+zz').(yx' — xy')  ; 

~=  — .  S.dm.(x x'+yy'  +  z  z').  (z  x' —  x  z')  ; 

dN"     3  L 

-jj=—.S.dm.(xx  +yy'  +  zz').  (zy'—y  z'). 

On  a  vu  dans  le  n°.  28  du  premier  Livre  ,  que  les  valeurs  de p,  q,  r, 
sont  indépendantes  de  la  position  du  plan  des  x  et  des  y  ;  or  si 
nous  prenons  pour  ce  plan,  l'équateur  même  de  la  terre  ,  on  aura 
û  =  o  ,  et  si  nous  prenons  pour  l'axe  des  x ,  le  premier  axe  prin- 
cipal,  nous  aurons  ?  =  o;  nous  aurons  de  plus  par  le  n°.  26  du 
premier  Livre, 

6\dm.(y'*  +  z'>)=^;  S.dm.(x'*  +  z'*)=B;  S.dm^x'*+y*)=±C} 
S.x'y'.dm  —  o;    S.x'z'.dm—o;    S.y'z' .dm  =  o  ; 

partant , 

dN  31 

7r  =  -^(B-^).xys 

dN'     31  „ 

-r—  =  —r.(C  —  ^4).xz; 

dN"  31 

les  équations  (Dr)  du  n°.  1,  deviendront  ainsi, 

(B—A)         ,      ZL.dt   (B — A) 
dp  +  '—^.qr.dt=—r^.—~.xy; 

(C-B)         _       ZL.dt  (C—B) 
dqV-^.rp.dt^—p^.—j-^.yz;};  (F) 

(A-C)  .       ZL.dt  (A—C) 

dr+—^—.pq.dt  =  —^—.—jj—.XZj 

Ces  équations  supposent  que  rt  est  fort  grand  par  rapport  aur 
du  sphéroïde  terrestre  ,  ce  qui  est  vrai  relativement  au  solei 
la  lune;  mais  il  est  remarquable  qu'elles  seroient  encore  ti 
approchées,  dans  le  cas  où  l'astre  attirant  étant  fort  près  d< 
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terre ,  la  figure  de  cette  planète  seroit  elliptique.  Pour  le  faire  voir , 
nous  observerons  que  l'on  a  par  le  n°.  2  , 

x'  =  M.  V \ — f?.coaù«.i   y'  =  R.V\ — f^Vsin.*;    z'  —  R.p: 
si  l'on  nomme  v  et  a  ,  ce  que  deviennent  par  rapport  à  l'astre  L  , 
les  quantités  n  et  «a- ,  relatives  à  la  molécule  dm  du  sphéroïde  ter- 
restre ,  on  aura 

x=:rr  V \ — v\cos.*,-   y—  t,.  Vx — f2.sin.^;    z  =  r,v  : 
si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction      et  qu'ensuite  on  la 

développe  par  rapport  aux  puissances  de  —  ,  on  aura  une  série  de 
cette  forme , 

t,       r,3  r* 
et  il  est  facile  de  s'assurer ,  par  le  n°.  23  du  troisième  Livre  ,  que 
les  fonctions  £/(3),-&c. ,  sont  des  fonctions  telles  que  l'on  a 

généralement , 


t  dfjL  }        1 — pi* 

Reprenons  maintenant  l'équation , 

on  aura 

T  r*     Y  \  dx  J         \  dy  J) 
4-  &c. 

Les  différences  partielles  du  second  membre  de  cette  équation , 

étant  prises  par  rapport  à  des  variables  indépendantes  de    et  de  v; 

/dW>\ 

fi  l'on  désigne  généralement  par  U'y) ,  la  fonction  — ) 


<rZ£/CO\ 

v'V~4rJ'onaura 


d{JL  )  1  

Q<1  a 


• 

< 
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en  sorte  que  la  fonction  Z7/(l)  est  de  la  même  nature,  que  les  fonc- 

dN 

tions        et  U^;  l'expression  précédente  de  —  deviendra  ainsi , 

a  t 

par  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n°.  2 ,  et  en  substituant  pour  dm ,  sa 
valeur  R\dl{.df*.dw ,  etpouriî,  sa  valeur  a+ua.  {I^+JT^+Stc.}, 

~  =  tL .  S.  d.  (a5  Y*  i; .  U'  W .  <fr .  c/  * 
<i{  r,3 

+  ~ .  S.  d.  (a'YW ) .  U'W .  dp .  d* 
4-  &c.  3 

les  différentielles  d.(a5Y^),  d.(a\Y^),  &c,  étant  relatives  à 
la  variable  a;  or  l'équation  (2)  du  n°.  29  du  troisième  Livre,  donne 
généralement  à  la  surface  de  la  terre ,  et  lorsque  i  surpasse  2 , 

S.p.d  (ai+3 .  Y®  )  =  (^r-1)  •  Y®  -S.p.d.  a3, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  a  =  o ,  j  usqu'à  a  =  ]  ',  et  Y&  dans 
le  second  membre  de  cette  équation ,  étant  relatif  à  la  surface  de  la 
terre  ;  on  aura  donc 

~.S.t.d(a«Ytij.U,^jltMb*  =  7—,  S.YV\U'V\dt*.dv.S.9.d.a\ 
r*     r  5r*  r 

Si  la  figure  de  la  terre  est  celle  d'un  ellipsoïde  ;  Y^  est  nul, 

dN 

et  alors  l'expression  de  —  se  réduit  à  son  premier  terme  ,  non- 
seulement  à  cause  de  la  grandeur  de  rt ,  mais  parce  que  les  valeurs 
de  Y^\  Y^4\  &c. ,  sont  nulles.  Quoique  la  figure  elliptique  ne 
satisfasse  pas  exactement  aux  degrés  mesurés  des  méridiens;  cepen- 
dant ,  l'accord  des  variations  de  la  pesanteur  avec  cette  figure,  in- 
dique que  Y^\  Y^\ &c. ,  sont  peu  considérables  par  rapport  à  Y^'>. 
on  peut  donc  calculer  les  mouvemens  de  l'axe  de  la  terre  ,  en  1 
supposant  une  figure  elliptique ,  sans  craindre  aucune  erreur. 

4.  E.apportons  maintenant,  les  coordonnées  de  l'astre  L, 
plan  fixe  que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique  àuneiî' 
que  donnée;  soient  X,  Y,  Z,  ces  nouvelles  coordonnées,  l'axe  c!et 
étant  la  ligne  menée  du  centre  de  la  terre ,  à  l'équinoxe  du  prin- 
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temps  ;  l'axe  des  tétant  la  ligne  menée  du  même  centre  ,  au  pre- 
mier point  du  cancer,  et  la  ligne  des .2? étant  la  ligne  menée  de 
ce  même  centre ,  au  pôle  boréal  de  l'écliptique  :  on  aura  par  le 
n°.  2 1  du  premier  Livre  , 

' x  =  X.cos.  t  +  J'.cos.  fl.sin.  <p  —  Z . sin. S . sin.  ?  ; 
y  —  Y.  cos.  8 , cos.  ç>  —  X.sin.p  —  Z. sin.  S.cos.ç/ 
z  =  Y.sinJ  +  Z.cosJ. 

Les  équations  différentielles  (F)  du  n°.  précédent,  deviendront 
ainsi , 

(B-A)   ^       ZLdt.(B-A)  f  {r2.cos.2â+^2.sin.s9-X3-2r^.sin.9.cos.9}.sin.2? 

(C-B)  3L.dt(C-B)  f  {cr,-Zi;.8in.8.cos.9+rZ.Ccos.*fl-sin.,9;}.cos.P 

A    'rp'  ~     r*.A      "i  —  {Xr.sin.fl+XZ.cos.8}.âin.p 

^-C;  3L.dt.(A-C)  (  {Xr.sin.{+XZ.coB,8}.coa4 

B    'Pq'  r,s.E     '  {+{(Y*-Z*).sm.lcosMYZ.{cos.>9-sin.*Q)}.sin.<? 

Intégrons  présentement  ces  équations.  Si  les  deux  momens  d'iner- 
tie et  B  étoient  égaux,  ce  qui  auroit  lieu  dans  le  cas  où  la  terre 
seroit  un  sphéroïde  de  révolution;  la  première  de  ces  équations 
donneroit  dp  =  o  ,  et  par  conséquent ,  p  constant  :  lorsqu'il  y  a 
une  petite  différence  entre  ces  deux  momens  d'inertie,  la  valeur 
de  p  renferme  des  inégalités  périodiques ,  mais  elles  sont  insen- 
sibles ;  en  effet ,  l'axe  instantané  de  rotation,  s'éloignant  toujours 
très-peu  du  premier  axe  principal,  q  et  r  sont  de  très-petites 
quantités ,  et  l'on  peut  sans  erreur  sensible ,  négliger  le  terme 

— - —  .rq.dt,  de  la  première  des  équations  (  G) .  Le  second  membre 

\e  la  même  équation  se  développe  en  sinus  et  cosinus  d'angles 
oissans  avec  rapidité  ,  puisque  ses  termes  sont  multipliés  par  le 
•s  ou  le  cosinus  de  2  <p  ;  ces  termes  doivent  donc  être  encore 
isibles  après  les  intégrations  :  on  peut  ainsi  supposer  dans  les 
lernières  des  équations  (G),p=n,  n  étant  la  vitesse  moyenne 
îlaire  de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  troisième  axe  prin- 
ïl  Mais  comme  la  discussion  de  la  valeur  de  p  est  très-impor- 
i.  .e ,  à  cause  de  son  influence  sur  la  durée  du  jour  ;  nous  revien- 
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drons  sur  cet  objet,  après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  q  et  de  r. 
Faisons  pour  abréger , 

•ZI 

— .  {  (Y ■—  Z*) .  sin.  9 .  cos.  Ô  +  YZ.  (cos*  9  —  sin.1  S)  }  =  F; 

y^.{XY.sin.Q  +  XZ.cos.S}=P'  ; 

les  deux  dernières  équations  (  (?)  deviendront , 

dq  +   .rp.dt  — — T~^'dt.  {P. cos.?  —  P'.sin.  p]  ; 

dr-\  — —  .pq.dt= — — — .dt.  {P'.cos.  p  +  P.sin.<p}. 

P  et  P'  peuvent  être  développés  en  sinus  et  cosinus  d'angles  crois- 
sans  proportionnellement  au  temps.  Soit  A. cos.  (it+t)  ,  un  terme 
quelconque  de  P,  et£'.sin.  (it+i)  ,  le  terme  correspondant  deP',- 
on  aura ,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes , 

1         A  a  A 

dr  +  (-^^^pqJt=^~.{(i+i')An.(<p+it+i)+(i-i').sm.(^-it-i)}. 

Si  l'on  suppose  dans  ces  équations , 

q  —  M.sin.(q>  +  it-\-i)-\-N.sm.  (p  —  it —  t)  ; 

r  —  JP.cos.  (<p  +  it+t)  +  N' .cos.(tp — it — t)  ; 
on  aura,  en  observant  que  dp  est  à  très-peu  près  égal  à  ndt, 

(~).(C—B).  {n.(^  +  B—C)  +  iB} 

(n  +  i)\AB  —  n*.(A—  C).(B  —  C)  1 
(^Pj.(C-^l).  {n.(^+B—C)  +  i^} 
(n+i)\AB—  n\(A—  C)-(B  —  C)  ' 

(—  \(C—  B).  {n.(^+B—C)—iB} 

AT  =  \JlJ-  - 

(n—i)*.AB—n>.(A—C).(B-.C)  * 

(—\(C—^).{n.(^t+B—C)  —  i^} 

AT'—  >  3    '  , 

(n  —  i)*.AB  —  n*.(A—C).(B—C)  ' 


M 
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Reprenons  maintenant  les  équations  du  n°.  526  du  premier  Livre, 

d  <P — e?4«cos.  9  =pdt  ; 

d\.s\n.  9.  sin.  <p — diï.cos.  ?  =ç  dt; 

d-\.s'm..  9.  cos.  <p  +  rfâ.sin.  <p  =rdt. 

Ces  équations  donnent , 

dQ  =  7-^f  .sin.  p  —  qdt.  cos.p  y 

on  aura  donc , 

di 
dt 

(N+N' — M— M') 


1      /M'—M\    .    ,        .  /N'—N\  . 

;  =  I  — - —  ) .  sin.  (  2  p  + 1 1 + 1)  -f  (  — - —  1 .  sm.  (a  ? — t  f —  «  J 

.sin.  Cïf+sJ. 


Nous  pouvons  négliger  les  deux  premiers  termes  de  cette  expres- 

sion  de  —,  parce  qu'ils  sont  insensibles  en  eux-mêmes  ,  et  que 

d'ailleurs ,  ils*  n'augmentent  point  par  l'intégration.  Il  n'en  est  pas 
ainsi  du  troisième  terme  que  l'intégration  peut  rendre  sensible ,  si  i 
est  fort  petit.  Dans  ce  cas ,  on  peut  négliger  i ,  relativement  à  n  ? 
et  l'on  a  à  fort  peu  près , 

dt)  /A+B    —   2C\         y  f  ,  . 

—  ===  (  }.k  .sm.  ( it+i ). 

dt      \      zn.C       )  K  J 

Les  expressions  précédentes  de  qdt  et  de  rdt,  donnent 
d4"SÏnJ  —  rdt. cos. t?  +  g  c?£.sin.p 

d'où,  l'on  tire  , 

cZ4  •  sin.  9  =  (ç—^-^j  - cos-  (z<?  +  it+0  +  • cos-  (2  f  —  */  —  *) 

(M  +  M'+N+N') 
4  —  .COS.  (it  +  ij  ; 

négligeant  les  deux  premiers  termes  de  cette  expression  ,  qui 
toujours  insensibles  ,  et  en  supposant  i  fort  petit ,  on  aura  à 
neu-près , 

/g  Q  ^  

tZ4»sin.  9  =  (  —  ).£.cos.  (it+t)- 

\       3(1.1/  / 

i'on  désigne  par  s.^.cos.  (it+t) ,  la  somme  des  termes  dans 
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lesquels  P  peut  se  développer,  et  par  z.  k'.  sin.fi  1)  ,  la  somme 
des  termes  dans  lesquels  F  '  peut  se  développer ,  s  étant  la  caracté- 
ristique des  intégrales  finies  ;  on  aura 

■—  =  (   ^  .s.é'.sm.fif+O;  (#) 

ai       \     an. G  / 

.    ,       /aC — A —  B\       ,         ,,,,  , 

— .smJ  =  (  a —  J.2.*.C08.(l*4-V' 

ci  \     an.C  / 

En  intégrant  ces  équations  ,  sans  avoir  égard  aux  constantes  arbi- 
traires ;  on  aura  les  parties  de  8  et  de  4  qui  dépendent  de  l'action  de 
l'astre  L.  Pour  avoir  les  valeurs  complètes  de  ces  variables  ,  il  faut 
leur  ajouter  les  quantités  qui  dépendent  de  l'état  initial  du  mou- 
vement. Si  l'on  n'a  égard  qu'à  cet  état,  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (G)  deviennent 

fC-B\  ,      (A—  C\ 

d9  +  [—j—)'nr'dt  =  o;       dr+l    ^   j.nq.dt  —  o; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

qz=  Gr.sin.  C^t+S)  } 
y  A 

r=    /r    ri-G.cos.  (*t+£)  ; 
G  et  f  étant  deux  constantes  arbitraires  ,  et  *  étant  égal  à 
B—.  Si  l'on  substitue  pour  g  et  r,  ces  valeurs 


AB 

dans  l'équation 


dl 

r.sin.p  —  q.cos.p  ; 


dt 

on  aura ,  après  avoir  intégré , 

an.(n-i-h).(B — L) 


f  *A  +  n.(B—C)  \ 
l  an. (n — h). (B — Cj) 


h  étant  une  nouvelle  arbitraire.  Si  la  valeur  de  G  étoit  sensi 
on  la  reconnoîtroit  par  les  variations  journalières  de  la  hauteu 
pôle  ;  et  puisque  les  observations  les  plus  précises  n'y  font  rem 
quer  aucune  variation  de  ce  genre ,  il  en  résulte  que  G  est  inse 

sibte 
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siole ,  et  qu'ainsi  l'on  peut  négliger  les  parties  de  fl  et  de  4 ,  qui 
dépendent  de  l'état  initial  du  mouvement  de  la  terre. 

5.  Reprenons  maintenant  les  équations  {H)  du  n°.  précé- 
dent. La  première  donne  en  l'intégrant ,  et  en  observant  que 
S.&'-.coa.Cit+t),  est  le  développement  de  la  fonction  P' , 

fl  =h-i  -./P'dt. 

211. C  J 

Les  seuls  astres  qui  influent  d'une  manière  sensible ,  sur  les  mou- 
vemens  de  l'axe  de  la  terre  ,  sont  le  soleil  et  la  lune  :  considérons 
d'abord ,  l'action  du  soleil.  Soit  v  la  longitude  de  cet  astre ,  comptée 
de  l'équinoxe  mobile  du  printemps  ;  soit  encore  y ,  l'inclinaison  de 
cette  orbite,  sur  le  plan  fixe  ,  et  A  la  longitude  de  son  nœud  ascen- 
dant ,  les  angles  p  et  A  étant  rapportés  à  l'orbite  même  du  soleil  •  on 
aura 

X=  rrcos\— .cos.f  +  r..sin\  —  .cos.  (p  — -a  A)  / 

2  .2 

y  «y 

Y=rr  cos3. — . sin.  p—rr  sin*.  — . sin,  (p—zA)  s 

Z  —  r,.sm.  y. sin.  (p  —  A)  • 
d'où  l'on  tire , 

XT  =  1T*  cosi--J- sin-  2P+~.sm\y.sm.2  A-^.  aia*X.  sm.(uv-^A); 

AZ  = — .  am.y .  coss.— .  sm. ( 2p—A)~    .  sm.  zy .  sin .  A 
r*    .  ,  y 

H — .  sin.  y .  sm'.-.  sm.  (  2  v — 3  A  ). 

.a  a,  y  v. 

Vu  l'extrême  lenteur  du  mouvement  des  points  équinoxiaux ,  on 
peut  supposer  dp  égal  au.mouvement  angulaire  du  soleil,  pendant 
^stant  dt,  et  l'on  a  par  les  n°5.  ig  et  20  du  second  Livre, 

r/  dp  =  a"mdt.  V \ — e*  s 

.M  le  moyen  mouvement  du  soleil ,  a  étant  sa  moyenne  dis- 
>  la  terre ,  et  e  étan  t  le  rapport  de  l'excentricité  de  son  orbite 
-,e  distance  moyenne.  On  a  de  plus,  par  le  n°,  20  du  même 
Mécan.  cÉi;.  Tome  II.  ^  f 
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Livre ,  en  négligeant  les  masses  des  planètes  relativement  à  celle  du 
soleil  ,—  —  m\  et  l'équation  à  l'ellipse  donne 
a       1  +e.cos.  (v — V) 


Y  1  —  e." 


r  étant  la  longitude  du  périgée  solaire  ;  on  aura  donc  relativement 
au  soleil  ; 

p \d t  =  .  { XY. sin.  0  +     £ . cos. 9 } 

_  gm^.{i  +  fl.co>.rv-r;>   f ^ sin. 9  +        co,.g  1 

Si  l'on  substitue  pour  ^et  -^-  ,  leurs  valeurs  précédentes  en  «7 

on  verra  d'abord,  après  avoir  développé  P'dten  sinus  de  l'angle  v 
et  de  ses  multiples  ,  que  les  termes  dépendais  de  la  longitude  r  de 
l'apogée  solaire,  renferment  l'angle  v ,  et  qu'ainsi,  ils  ne  peuvent 
pas  devenir  sensibles  par  l'intégration.  Il  n'en  est  pas  de  même  des 

XZ 

termes  dépendans  de  la  longitude  du  nœud  :  la  fonction  —,  intro- 


duit dans  P'.dt,  le  terme  —  ^p-. sin.  2  y. cos. 0. sin.  A,  et  vu  la 

lenteur  des  variations  de  y  et  de  A,  ce  terme  peut  devenir  par 
l'intégration ,  très-sensible  dans  la  valeur  de  9.  On  aura  ainsi  à 
très-peu  près ,  en  observant  que  e  et  y  sont  fort  petits ,  et  en  ne 
conservant  parmi  les  termes  multipliés  par  ces  quantités  ,  que 
ceux  qui  peuvent  croître  considérablement  par  les  intégrations  , 

/•p'.d/=  — ^-.sin.fl.cos.av  —  —  .cos.  9. yV^.  sin.  A. 
J  4  2 

y. sin.  A  est  le  produit  de  l'inclinaison  de  l'orbe  solaire ,  par  le  sinus 
de  la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  comptée  de  l'équiun 
mobile  du  printemps  ;  et  cette  inclinaison  étant  fort  petit* 
peut  prendre  pour  y,  ou  son  sinus,  ou  sa  tangente  j  or  ot 
dans  le  n°.  59  du  troisième  Livre ,  que  si  l'on  désigne  pa 
longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  orbe  ,  comptée  d'un  équ. 
fixe  ;  tang.^.sin.r  est  donné  par  un  nombre  fini  de  termes 
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forme  c  bin.(gt+S)  ,  et  que  tang.  y.cos.  T ,  est  donné  par  le  même 
nombre  des  termes  correspondais  c.cos.  (gt+S)  ;  de  plus  ,  4  étant 
le  mouvement  rétrograde  des  équinoxes ,  à  partir  de  l'équinoxe 
fixe  ,  on  a  A  =  r  +  4 ,  ce  qui  donne 

tang.  y .  sin.  A  ==  tang.  y  sin.  r.  cos.  4  +  tang.  y.  cos.  r .  sin.  4- 

En  substituant  c.sin.(gù+£),  au  lieu  de  tang.  y.  sin.  r-  et  c.cos.(gù-{-£)f 
au  lieu  de  tang.  y.  cos.  T-  on  aura 

tang.  ^.sin.A  =  c.sin.  (gt  \-S-\-4-)- 
On  voit  donc  que  pour  avoir  tang. y. sin. A,  il  suffit  d'augmenter 
les  angles  des  différens  termes  de  l'expression  de  tang.  y.  sin.  r,  de  la 
quantité  4-  On  peut  même,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  (f, 
substituer  pour  4  >  le  moyen  mouvement  des  équinoxes  ;  et  alors  , 
tang. y.  sin.  A  ,  sera  composé  d'un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 
c.s'm.(ft+£)  ,  qui  ne  diffèrent  des  tenues  de  l'expression  de 
tang.  y.  sin.  r ,  qu'en  ce  que  les  angles  gt,  sont  augmentés  du  moyen 
mouvement  des  équinoxes.  On  trouvera  de  la  même  manière,  que 
tung.y.  cos.  A  sera  composé  du  nombre  correspondant  des  termes 
de  la  forme  c.cos.  ( ft  +  £);  ainsi  en  désignant  par  s.c.sin.  (ft+C), 
la  somme  de  tous  les  termes  de  l'expression  de  tang.  y  .  sin.  A  ; 
l'expression  de  tang.  j'.cos.  A  ,  sera  x.c.cos(ft+£)  ;  et  ces  quan- 
tités seront  encore  les  expressions  de  y. sin. A,  et  de  >.cos.  A.  On 
aura,  cela  posé,  pour  la  partie  de  fP'dt,  dépendante  de  l'action 
du  soleil , 

fP'dt=  — ■ — .sin.  9. cos.  2^4  .cos.  9.2.  -,  cos.f  ft  +  G). 

J  4  a  f 

Considérons  présentement  l'action  de  la  lune.  En  désignant  par  Z/, 

sa  masse ,  et  par  a' ,  sa  moyenne  distance  à  la  terre  ;  en  nommant 

de  plus ,  relativement  à  cet  astre ,  m',  #»',  r',  e',  a',  et  y',  ce  que  nous 

avons  nommé  m,  v }  r,  e,  A, et  y,  relativement  au  soleil,  et  faisant 


trouvera  par  l'analyse  précédente , 

r-nt  t         -  .  3 a. m*         „   „  ,  ,     .  , 

/ P  dt  —  —.sm.  9,  cos,  se  .cos.  v./y  dt.  sin.  A  . 

"  4m  a 

Rr  % 
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X  Y 

La  fonction  —  introduit  encore  dans  l'intégrale  fP'dt,  le  terme 

3  m*  a 

— — .  sin.  9  .f  y*dt.  sin.  <2  A'. 

Ce  terme  croît  beaucoup  par  l'intégration  ;  mais  il  est  aisé  de  voir 
que  malgré  cet  accroissement ,  il  reste  encore  insensible  ;  en  sorte 
que  les  seuls  termes  sensibles  que  l'action  de  la  lune  introduit  dans 
l'intégrale  fP 'dt,et  par  conséquent  dans  la  valeur  de  9 ,  sont  ceux 
auxquels  nous  avons  eu  égard.  Quelques  Astronomes  ont  intro- 
duit dans  cette  valeur  ,  une  petite  inégalité  dépendante  de  la  lon- 
gitude du  périgée  de  l'orbe  lunaire  ;  mais  on  voit  par  l'analyse 
précédente  ,  que  cette  inégalité  n'a  point  lieu.  Le  moyen  mouve- 
ment du  périgée  lunaire  ,  étant  double  à-peu-près  du  mouvement 
des  nœuds  de  la  lune,  un  terme  dépendant  de  l'angle  2  a'+  r'  pour- 
ront devenir  sensible ,  quoique  multiplié  par  e'y'*  ;  mais  l'analyse 
précédente  nous  montre  qu'il  n'existe  point  de  terme  semblable  , 
dans  l'intégrale  fP'dt. 

Pour  évaluer  la  fonction  fy'dt.  sin.  a'  ,  nous  observerons  que 
dans  tous  les  changemens  qu'éprouve  la  position  de  l'orbe  solaire, 
l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  son  plan  ,  reste  tou- 
jours la  même,  comme  on  le  verra  dans  la  théorie  de  la  lune  ;  or 
en  supposant  ce  satellite  mû  sur  le  plan  même  de  l'orbe  solaire ,  on 
a  y'  —  y  ,  et  a'^A;  on  a  donc,  eu  égard  aux  variations  de  l'orbe 
solaire , 

fy'dt.  sin.  a'  ==— s.  -p  cos.  (  ft+C). 

Soit  de  plus,  c',  la  tangente  de  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  de 
la  lune,  sur  celui  du  soleil,  et  — f't  —  <?',  la  longitude  de  son 
nœud  ascendant  sur  cet  orbe ,  comptée  de  l'équinoxe  mobile  du 
printemps  ;  on  aura  en  vertu  de  cette  inclinaison , 

fy'dt.ûi\.A'——.cos.(f't+C'); 

en  réunissant  donc  ces  deux  termes,  on  aura  relativement 
lune , 

c'  c 

fy'd  t.  sin.  k'x*  ^,  cos.  (fi —  s.—,  cos.  (ft+ty.f 
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et  l'on  aura  par  les  actions  réunies  du  soleil  et  de  la  lune , 

f  7.sin.0.  |cos.2^  +  ^-.cos.2*/  | 

,     .     3m    /aC— A— B\    1  c 

~4n'\  C  )'  \ — (1+  V/ra» cos. fl. s. —.cos. 

/     x .  m  c' 

(  +  — — .  cos.  9 .  cos.  (f't  +  C) 

6.  Déterminons  présentement  la  valeur  de  4  ?  et  pour  cela, 
reprenons  la  seconde  des  équations  (H)  du  n°.  4,  en  lui  donnant 
cette  forme , 

e?4.sin.8  =  ;  ^ — -.P.dt: 

211.  C 

on  a  par  le  n°.  précédent ,  relativement  au  soleil , 

l^2 — Za=—.  cos*. — .  ( i-cos.2t> -j- .  sin'.j- .  {  cos. 2 A— cos.(  iv— 2 A)  } 

— -^-.sins.^.{i-cos.('2i'-2A^}  +  ^.sin4.— .{i-cos  (2(/-4a  j}- 

=-y.sin. 2>.cos. A  -.sin.y.cos2. — .cos  (av— A) 

4  2  2 

H  .sin.y.sin2. —  .cos. ( 2v — ûA) 

2    •  2 

on  aura  donc  par  l'analyse  du  même  n°. ,  en  négligeant  les  quarrés 
de  e  et  de  >,  et  les  quantités  qui  restent  insensibles  après  l'inté- 
gration , 

■n    f       3m1  Zm 

Jf  .dt  —  .  c£.sin.9.cos.8  — .sin.  8. cos.  9. d.sin.iv 

2  4 

+  — —  .ydt. cos.  A.  {cos.29 —  sin."  6}  • 

expression  dans  laquelle  il  faut  substituer  pour  >.cos.  A,  sa  valeur 
s.c.cos.  (ft+C). 

On  trouvera  par  la  même  analyse  ,  que  l'on  a  relativement  à  la 

me , 

-, .      3h.m%.dt    .     .         K      5a. m2     .  . 

Jdt—  ,sm.  9. cos. 8  — —  .S111.8.COS.  8.G?.sin.2f' 

2  4m' 

3*. m3    ,         .  . 

.+  — - — .  {  cos.2  9  —  sm.'  8 }  .  s.  c.  cos.  (ft+ C) 
3a. m'  , 

+  .  {cos.*9  —  sin.2 9}  .  c'. cos.  (f't+  C)  ; 
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on  aura  par  conséquent , 

'  ,  „  cos.ô  f  ,  .  hm       .  ,"} 

(i+>0./7Z.cos.9  — d.sm.zvA — -.cl.sm.2P 

,v     '  adt  l  m  J 

J\       Zm  f(tC—A—B)  1  (cos.'ô— sin.'é  "V 

+  Km.±  ;  J  . C. COS. (f't+£) 

sin.ô 

Pour  intégrer  cette  équation  ,  nous  observerons  que  la  valeur  de  9 
n'est  pas  constante  ,  et  que  ses  variations  séculaires  deviennent 
sensibles  par  l'intégration  ,  dans  le  premier  terme  de  cette  expres- 
sion de  —  ;  or  la  seule  partie  de  la  valeur  de  9  ,  qui  puisse  acqué- 
dt 

rir  une  valeur  un  peu  grande ,  par  la  suite  des  siècles  ,  est  celle  ci , 

 :  .(  COS.  9.  2.^-.  COS.  (ft+C)  ; 

4n    \       C       /  J 

c'est  donc  la  seule  à  laquelle  il  soit  nécessaire  d'avoir  égard  :  ainsi , 

en  faisant  pour  abréger , 

3m»  /aC-A—B)\   -  -,  •  ,  . 

le  premier  terme  de  l'expression  de  ~,  deviendra*  en  négligeant 
les  quantités  de  l'ordre  c% 

Z+/\tang.#.2.— .cos.  (ft  +  C). 

Il  est  inutile  d'avoir  égard  à  la  variabilité  de  9 ,  dans  les  autres 
termes  de  cette  expression  qui  donne  après  l'avoir  intégrée, 

— — ; .sm.2 9  +  ,  <         .     :   r  —-.c  .sm.(ft+  t')j 


~  am'.(i+h)'~    '  sin./î.cos./i 

£  étant  une  constante  arbitraire. 

L'expression  de  9,  du  n°,  précédent,  peut  être  mise  sous  ( 
forme , 

6==h—z^.cos.(ft  +  6)  +  —^,.c,.cos.(f't+e') 

Z.tang.Ti      f  to  ,"1 

J  .  {C0S.2*H  ;.A.COS.2f  >. 

am.(i  +a;  [m'  J 


O 
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En  réunissant  ces  valeurs  de  4  et  de  9  ,  avec  celles-ci  p  —  n  ;  on 
aura  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  à  chaque  instant , 
les  mouvemens  de  la  terre ,  autour  de  son  centre  de  gravité. 

y .  Les  valeurs  de  4  et  de  8  sont  relatives  à  un  plan  fixe;  pour 
avoir  ces  valeurs  par  rapport  à  l'écliptique  vraie ,  considérons  le 
triangle  spliérique  formé  par  l'écliptique  fixe,  par  l'écliptique 
vraie  ,  et  par  l'équateur.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  des 
deux  arcs  interceptés  entre  l'équateur  et  le  noeud  ascendant  de 
l'orbe  solaire ,  dans  ce  triangle ,  est  à  très-peu  près  égale  au  produit 
de  cot.8,  par  l'inclinaison  de  l'orbe  solaire  à  l'écliptique  fixe,  et 
par  le  sinus  de  la  longitude  de  son  nœud  ;  cette  différence  est  donc 
.égale  à  cot.Q.z. c. sin.( ft+€)  ;  or  si  l'on  nomme  4',  la  distance 
de  l'intersection  de  l'écliptique  vraie  et  de  l'équateur,  à  l'origine 
invariable  ,  d'où  l'on  compte  l'angle  4  sur  le  plan  fixe ,  on  aura  à 
très-peu  près  ,4  —  4'  pour  cette  différence  ;  on  aura  donc 
4  —  4'=  cot.8.2.c.sin,f/*+£J,- 

d'où  l'on  tire , 

4'=  lt+'{+  s*  |l  +  y. tang.'A J  .  (^J~) ■ cot h ' c- sin>  (ft+  £) 

+ -A-  .  {^=±l!LL.  cr,  sin.  (ft  +  ff'i-  _J — .sin.^ 
(i+K).f'       sin./i.cos./i  V  '  um.(i+h) 


.  sin.  2  v 


Si  l'on  nomme  ensuite ,  8'  l'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  sur 
l'équateur  ;  on  trouvera  facilement  ,  en  considérant  le  triangle 
sphérique  précédent,  et  en  observant  que  8'  — 8  est  fort  petit, 

8'—  8  ==  S.c.cos.  (ft+O  } 
on  aura  par  conséquent , 

6'  =  h  +  *.(tj} .  c. cos.  (ft+  S)  +  ^j,.c'.cos. (f't-V  C) 

Z.tang  h     f  m  ,1 

J  .{  C0S.2*>+—  .AoCOS.2^  \. 

am*fi+A;    {  m  ) 

partie  s.^y^.c. cos. (  ft  +  6)  de  cette  expression  ,  donne  U 
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variation  séculaire  de  l'obliquité  de  l'écliptique  vraie ,  sur  l'équa- 
teur.  Si  la  terre  étoit  sphérique ,  il  n'y  auroit  point  de  précession 
en  vertu  de  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  ;  on  auroit  ainsi  /  =  o,  et 
la  variation  séculaire  de  l'obliquité  de  l'écliptique  vraie ,  seroit 
x.c.  cos.  (ft+  S).  On  voit  donc  que  l'action  du  soleil  et  de  la  lune, 
sur  le  sphéroïde  terrestre ,  change  considérablement  les  loix  de 
cette  variation  qui  deviendroit  même  presque  nulle ,  si  le  mou- 
vement de  précession  dû  à  cette  action,  étoit  très-rapide  relati- 
vement au  mouvement  de  l'orbe  solaire  ;  car  ce  dernier  mouve- 
ment dépend  par  le  n°.  5  ,  des  angles  (f-l).t,  dans  lesquels  les 
coefficiens  /—  l ,  seroient  alors  très-petits  par  rapport  à  /  et  à// 

en  sorte  que  la  fonctions         .c.cos.(ft+ë),  deviendroit  presque 

insensiblë.  Dans  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  les 
masses  des  planètes,  l'étendue  entière  de  la  variation  de  l'obliquité 
de  l'écliptique  ,  est  réduite  par  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  ,  sur 
le  sphéroïde  terrestre,  à-peu-près  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  au- 
roit sans  cette  action  ;  mais  cette  différence  ne  se  manifeste  qu'a- 
près deux  ou  trois  siècles. 

Pour  le  faire  voir,  développons  la  fonction  %.(£y^c.CQ$.(ft+C), 

par  rapport  aux  puissances  du  temps  ;  elle  devient,  en  négligeant 
les  termes  au-delà  de  sa  première  puissance , 


c. cos. G — .  t.s.C f—  l) . c. sin. C. 


Le  coefficient  /—  /  est ,  comme  on  l'a  vu ,  le  même  pour  la  terre 
supposée  sphérique  ,  que  pour  le  cas  où  elle  diffère  de  la  sphère  ; 
la  variation  séculaire  de  l'obliquité  de  l'écliptiq  ne ,  est  donc  la  même 
pour  ces  deux  cas ,  dans  les  temps  voisins  de  l'époque. 

La  fonction  s.  Ji  +  jvtë»g.*A J .  (l—f) .  cot.  h,  c.  cos.  (ft+ ej . 

de  l'expression  de  ~ ,  donne  la  diminution  de  l'année  moyenr 

en  réduisant  cette  fonction  en  temps ,  à  raison  de  la  circonférei 
entière  pour  une  année.  La  diminution  qui  auroit  lieu  par  le  st 

mouvement 
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mouvement  de  l'écliptique ,  et  en  faisant  abstraction  de  l'action  du 
soleil  et  de  la  lune  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  seroit 

f). coï.h. c. cos.  ( ft+£)  ; 
cette  action  change  donc  encore  l'étendue  de  la  variation  de  l'an- 
née, et  la  réduit  à- peu-près  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  auroit 
sans  cette  action. 

O.  Considérons  présentement  l'influence  de  cette  action,  sur 
la  durée  du  jour  moyen.  Nous  observerons  d'abord  que  l'axe  ins- 
tantané de  rotation  ne  s'écarte  jamais  du  troisième  axe  principal , 
que  d'une  quantité  insensible  :  on  a  vu  dans  le  n°.  28  du  premier 
Livre  ,  que  le  sinus  de  l'angle  formé  par  ces  deux  axes,  est  égal  à 
vV+r» 

j/pV+^q^f  »  or  11  est  visible  par  ce  qui  précède ,  que  q  et  r  sont 

insensibles,  et  qu'ils  n'ont  d'influence  sensible  sur  les  valeurs  de  9 
et  de  4,  que  par  les  intégrations  ;  on  peut  donc  toujours  confondre 
Taxe  instantané  de  rotation  de  la  terre ,  avec  son  troisième  axe 
principal  ;  et  ses  pôles  de  rotation  répondent  toujours  à  très-peu 
près ,  aux  mêmes  points  de  sa  surface. 

Déterminons  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  autour  de 
son  troisième  axe  principal.  Il  est  aisé  de  voir  que  p  étant  é^al  à 

5f     -^7«  cos. 9;  il  exprime  ce  mouvement.  Si  dans  les  équations  (G) 

du  n°,  4 ,  on  suppose  ui  =  B,  ce  qui  a  lieu ,  lorsque  la  terre  est  un 
sphéroïde  de  révolution  ;  la  première  de  ces  équations  donne 
dp  =  o,  et  par  conséquent  p  égal  à  une  constante  n  ;  mais  ces 
équations  n'étant  qu'approchées  relativement  à  l'action  de  l'astre  L; 
nous  allons  prouver  que  l'équation  p  =  nya.  encore  lieu,  en  ayant 
égard  à  tous  les  termes  dus  à  cette  action.' 

Si,  comme  dans  le  n°.  2  ,  on  prend  pour  le  plan  des  *  et  deay , 
celui  de  l'équateur  ;  la  première  des  équations  (D)  du  n°.  1 ,  dé- 
pendra, 

7      '  dN 
dP=—> 

et-   naparlen0.  3, 

*    *  £=*,.,.(,.(£)_,.(-)}. 

MÊCAST.  ci.i,.  Tome  IL  gs 
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Soit 

L.dm  _ 

V'—S- 


\/(x'-x)*+  (y'-y)"-+  (z'-z)* 
on  aura  par  le  n°.  5  ,  en  observant  que  par  la  nature  du  centre  de 
gravité,  S.x'dm  =  o  ,  S.y'dm  —  o  ,  S.z'dm  =  o  -y 


dN         fdV'\  fdVr\ 


V,  étant  le  produit  de  L  par  la  somme  de  toutes  les  molécules  du 
sphéroïde  terrestre ,  divisées  respectivement  par  leur»  distances 
à  L>;  il  est  clair  que  cesphéroïde  étant  supposé  de  révolution,  f  est 
le  même  ,  lorsque  z  et  VV  +  y  sont  les  mêmes  ;  V  est  donc  fonc- 

lion  de  ces  deux  quantités  ;  ce  qui  donne         o,  etpar  conséquent 

Jp  =  o,  ou  p  =  n.  Voilà  donc  un  cas  fort  étendu  dans  lequel  le 
mouvement  de  rotation  delà  terre  autour  de  son  troisième  axe, 
est  rigoureusement  uniforme. 

Dans  le  cas  général  où  les  trois  momens  principaux  d'inertie 

àont  inégaux  ;  le  terme  {^-^j.qrdt,  de  la  première  des  équations  (G) 

du  n°.  4  ,  est  insensible  ,  même  après  sa  double  intégration  ,  dans 
l'expression  de  fp  dt,  qui  représente  le  mouvement  de  rotation  de 
la  terre ,  après  un  temps  quelconque.  En  effet ,  on  a  vu  dans  le 
n°.  4 ,  que  les  valeurs  de  q  et  de  r  ne  renferment  point  de  très  < 
petits  divisèurs  qui  ne  sont  introduits  dans  les  expressions  de  9  et 
de  4,  que  par  les  intégrations  ;  q  et  r  sont  donc  de  l'ordre  le,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  très-petits  angles  dépendans  des  variations 

séculaires  de  l'orbe  terrestre;  et  le  terme  ■  1 r  •>  est  ^e  l'ordre 

(~C~)'  ^a  c'ou^e  intégration  peut  lui  donner  un  diviseur  de 

l'ordre  1%  et  alors  il  sera  de  l'ordre  (^~ç~j'c''>  et  Par  cons^± â 
insensible. 

Si  dans  le  second  membre  de  la  première  des  équations  (  t  on 
substitue  au  lieu  de  0  ,  p  et  4  ,  leurs  valeurs  données  par  une 
mière  approximation  ;  il  suffira  de  n'avoir  égard  qu'aux  te, 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  V.  ô-j5 

de  ces  valeurs  ,  qui  ont  de  très-petits  diviseurs  ,  et  qui  sont  de  la 

forme       .  S"1' .  (ft  +  S ) ,  f  étant  un  très-petit  coefficient  du  même 
/    cos.    J         ' J  r 

ordre  que  /.  Mais  ces  termes  substitués  dans  le  second  membre  de 

la  première  des  équations  (  G),  s'y  trouvent  multipliés  par  le  sinus 

ou  le  cosinus  de  2<p ,  et  par  /;  ainsi  après  leur  double  intégration 

dans  l'expression  de  fpd.t,  ils  restent  encore  insensibles.  On  voit 

donc  que  dans  le  cas  même  où  les  trois  momens  ^4 ,  B ,  C,  sont 

inégaux .  le  mouvement  de  rotatiqn  de  la  terre  peut  toujours  être 

supposé  uniforme,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  p  peut  toujours 

être  supposé  égal  à  une  constante  n. 

g.  C'est  ici  le  lieu  de  discuter  les  variations  du  jour  que  les 
Astronomes  nomment  jour  moyen.  Le  moyen  mouvement  sydéral 
de  la  terre  dans  son  orbite ,  est  uniforme ,  comme  nous  l'avons 
démontré  dans  le  second  Livre  ,  n°.  54.  Si  l'on  conçoit  sur  cette 
orbite  ,  un  second  soleil  dont  le  mouvement  et  l'époque  soient  les 
mêmes  que  le  moyen  mouvement  et  l'époque  du  moyen  mouve- 
ment du  vrai  soleil  ;  si  l'on  conçoit  de  plus  ,  dans  le  plan  de  l'équa- 
teur ,  un  troisième  soleil ,  mû  de  manière  qu'il  coincide  avec  le 
second  soleil,  toutes  les  fois  que  celui-ci  passe  par  l'équinoxe  du 
printemps,  et  que  sa  distance  à  cet  équinoxe,  soit  toujours  égale  à 
la  longitude  moyenne  du  soleil  ;  l'intervalle  de  deux  retours  con- 
sécutifs de  ce  troisième  soleil,  au  méridien,  sera  ce  que  l'on  appelle 
jour  moyen.  Si  le  -mouvement  de  l'équinoxe ,  sur  l'écliptique  vraie , 
ét oit  uniforme ,  et  si  l'inclinaison  de  cette  écliptique  à  l'équateur, 
étoit  constante  ;  le  troisième  soleil  se  mouvroit  toujours  uniformé- 
ment sur  l'équateur  :  mais  les  variations  séculaires  du  mouvement 
des  équinoxes  et  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  introduisent  dans  le 
mouvement  de  ce  troisième  soleil ,  de  petites  inégalités  séculaires 
que  nous  allons  déterminer. 

On  a  vu  dans  le  n°.  précédent,  que  la  vitesse  de  rotation  de  la 
••re,  peut  être  supposée  égale  à  une  constante  ra,  et  que  son  axe 
itantané  de  rotation  ne  s'écarte  jamais  du  troisième  axe  princi- 
\ ,  que  d'une  quantité  insensible.  Soit  donc  s ,  la  vitesse  angu- 
ire  du  troisième  soleil  que  nous  concevons  mù  dans  le  plan  de 
'équateur,  et<->,  sa  distance  à  l'équinoxe  du  printemps ,  rapporté 
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à  l'écliptique  fixe  ;  n — s  sera  la  vitesse  angulaire  du  premier  axe 

principal  de  la  terre ,  relativement  à  ce  soleil  ;  et  l'on  aura 

dq> — dv=  (n  —  s).dt. 
Mais  on  a  par  le  n°.  4, 

dtp  —  ndt-\-d-\-,  cos.  9j 

on  aura  donc 

dp  —  s  dt-\-  g?  4-.  cos.  8. 

Soit  v'  la  distance  angulaire  du  troisième  soleil,  à  Féquinoxe  réel, 
c'est-à-dire ,  à  l'intersection  deM'équateur  avec  l'éclipticue  vraie. 

Il  est  aisé  de  voir  par  le  n'.  7  ,  que  v  —  v'  est  égal  à   et 

,    ,  ,  S.c.sin.fft  +  6)  .  , 

par  conséquent  égal  a   ;  ce  qui  donne 

sin.  0 

dv'  =  sdt+d4-cosJ  —  dt.  - —  k 

sin.  8 

Soit  g-f ,  le  mouvement  sydéral  du  second  soleil,  sur  l'écliptique 
vraie;  sera  sa  vitesse  angulaire  relativement  à  l'équinoxe 

réel  :  mais  on  a  par  le  n°.  7 , 

—  =  —  —  cot.  3 .  s.  cf.  cos.  (ft+  C)  ; 
cette  vitesse  est  donc  égale  à 

g-+-^-  —  cotJ.s.c./.cos.  (ft+e)  : 

elle  doit  être  égale  a  —  on  pourra  donc ,  au  moyen  de  cette  éga- 
1  ité ,  déterminer  s ,  et  l'on  aura 

^4-     /i*—  cos.  A 

En  substituant  pour  ^4  et  S,  leurs  valeurs  précédentes  ;  on  aura 
s  —  g+l.  (1 —  cos. h)  —  sin.  A. S.  —  .cos.  (ft+ S) 

+  (1 — cos.h).z.        —  ^.tang.A  +  /.cot,^|.c.cos.  (ft.j 

1  —  cos./i  . 

,x.cj.sm.(ft+C), 


sin.  ?» 
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Le  temps  exprimé  en  jours  moyens,  est  égal  à  fsdt  ;  on  aura  donc 
pour  l'équation  de  ce  temps , 

l*.c 

—  sin.  A.s.— .sin.  (ft-\-C) 

+  (i — cos./^.S. |0r  —  -0.tang.A-f-  ~.cot.h^.c.s'm.(ft+S) 

/ 1  —  cos.  h\ 

+  — r-r —  j.s.c.sin.f  ft+e). 

\    bm.h    J  J 

Cette  équa*:oii  réduite  en  temps  ,  à  raison  de  la  circonférence  erw 
tière  pour  un  jour ,  ne  s'élevant  qu'à  quelques  minutes  ,  dans  une 
période  de  plusieurs  millions  d'années  ;  sa  considération  est  inutile 
aux  Astronomes. 

1  o.  L'analyse  des  nos.  précédens  ,  suppose  la  terre  entièrement 
solide  :  mais  elle  est  recouverte  en  grande  partie,  d'un  fluide  dont 
les  oscillations  peuvent  influer  sur  les  mouvemens  de  l'axe  ter- 
restre ;  il  importe  donc  d'examiner  cette  influence  ,  et  de  voir  si 
les  résultats  que  nous  venons  de  trouver  ,  n'en  sont  point  altérés. 
Pour  cela ,  il  faut  déterminer  ce  que  l'action  de  l'océan  sur  le  sphé- 
roïde qu'il  recouvre  ,  ajoute  aux  valeurs  de  dN ,  dN'  et  dN"  du 
n°.  i .  On  a  vu  dans  le  n°.  25  du  premier  Livre,  que  P,  Q,R  étant 
les  forces  dont  la  molécule  dm  du  sphéroïde  terrestre  est  animée 
parallèlement  aux  axes  des  x  ,  des  y'  et  des  z'f  et  en  sens  contraire 
de  leur  origine ,  on  a 

^L  =  S.{Q.x'-P.y'}.dmj 

dN' 

=      {R.x'—P.z}  .dm  ; 

dN" 

-jj-^S.iR.y-Q.z^.dm. 

vous  quelles  sont  les  quantités  que  l'action  de  l'océan  introduit 
es  expressions.  Ce  fluide  agit  sur  le  sphéroïde  terrestre ,  par 
»  si°n  et  par  son  attraction;  considérons  séparément  ces  deux 
Nous  supposerons  pour  plus  de  simplicité,  que  le  plan  des  x' 
y'  est  le  plan  même  de  l'équateur,  ainsi  que  nous  l'avons 

,osé  dans  le  n°.  5. 
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Dans  l'état  d'équilibre,  la  pression  et  l'attraction  de  l'océan  ,  ne 
produisent  aucun  mouvement  dans  l'axe  de  rotation  de  la  terre;  il 
ne  faut  donc  avoir  égard  qu'à  l'action  de  la  couche  d'eau  ,  qui  par 
les  attractions  du  soleil  et  de  la  lune,  se  dispose  sur  la  surface 
d'équilibre  qui  termineront  l'océan ,  sans  ces  attractions.  Repré- 
sentons par  a.  y ,  l'épaisseur  de  cette  couche,  et  prenons  pour  unité 
de  densité,  celle  de  la  mer,  et  pour  unité  de  distance,  le  rayon 
moyen  du  sphéroïde  terrestre  :  nous  aurons  ainsi  à  considérer 
l'action  d'une  couche  aqueuse  dont  le  rayon  intérieur  est  l'unité, 
et  dont  le  rayon  extérieur  est  i  +  a.y.  Si  l'on  nomme  g-,  la  pesan- 
teur ;  la  pression  d'une  colonne  de  cette  couche ,  sera  le  produit  de 
a.gy ,  par  la  base  de  cette  colonne  ;  ce  sera  par  le  n°.  36  du  premier 
Livre ,  l'excès  de  la  pression  dans  l'état  du  mouvement  du  fluide  , 
sur  sa  pression  dans  l'état  d'équilibre. 

Soit  R ,  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la  terre,  au  point 
de  la  surface  du  sphéroïde ,  que  cette  colonne  presse  ;  soit  y.  le 
cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  R  forme  avec  l'axe  de  rotation ,  et  w 
l'angle  que  le  plan  mené  par  cet  axe  ,  et  par  R,  forme  avec  l'axe 
des  x'.  Soit  enfin,  u~o,  l'équation  de  la  surface  du  sphéroïde  que 
recouvre  la  mer ,  u  étant  fonction  des  coordonnées  x',  y',  z\  qui 
déterminent  la  position  du  point  dont  il  s'agit  5  on  aura 

x'  =  R.  V \— /^.cos.-ra-  ; 

y'=  R-  ki—  t'*.sin,  ; 
z'~R.ia, 

La  base  de  la  petite  colonne  que  nous  venons  de  considérer ,  peut 
être  supposée  égale  à  R^.dp.d™ ;  la  pression  de  cette  colonne  est 
donc  ag.y.R'.dp.diï,  Cette  pression  est  perpendiculaire  à  la  sur- 
face du  sphéroïde  ;  en  la  décomposant  en  trois  forces  parallèles  aux 
axes  des  x',  des  y'  et  des  z',  et  supposées  tendre  à  augmenter  ce= 
coordonnées;  on  aura  pour  ces  forces,  par  le  n°.  5  du  prem.V 
Livre , 

ugy.R'.dfi.d'ur   /  du\  a  gy  .R*  .dp  .dur  /  du\ 

i  _  ;  - 

a.  gy  .R1  .djj.  .dix  /  du\ 

'~      7     -Uy;  r 
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/étant  égal  à  \/  +(^7')  +  '  L'écl.uation  a  Ia  SU1'~ 

face  du  sphéroïde ,  est  de  cette  forme , 

q  étant  une  fonction  très-petite  de  x\y',  z',  dont  nous  négligerons 
le  quarré  ;  on  a  donc 

u  sas  x"'  +y'*  +  z'*—i  —  '2q; 
ce  qui  cliange  les  expressions  des  trois  forces  précédentes ,  dans 
celles-ci , 

azgy.R*.dy..dv   f   ,     /ffyXI        aag.y.R*  .d/*.d<a    f  , 

— '—7- — -r-Uw  7  '{'-\Js)y> 

2*g.y.R2.dp.d'&    f  ,      /  d<f\\ 
on  aura  ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  forces,. 


dN  2  ag.y  .R*  .d[j..dtr 
-d7  =  S-  J  

dN"       _  nag.y.IP.diJi.d-v 
—  O  .  - 


Rapportons  les  différences  partielles  (Jj-Ç^  >  fjT^Î  C*  f<T^3'  aUX 
variables  R,  y-  et     Pour  cela,  nous  observerons  que  l'on  a 

i?=  V/jp'2  +  7,i+^'!>y     tang.^=^;  fc==L. 
(.'où  il  est  facile  de  conclure  , 


(±L)=  v/T^.cos.4—  ^g^-  fAA 


/  ëq\     (i—yy)   (  d'q\ 
~    '  R      '  \  dy.  )  * 
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dN    dN'  dN° 

on  aura  ainsi ,  en  observant  que  dans  les  valeurs  de  — ,  — ,  

dt     dt  '  dt 

on  peut,  en  négligeant  le  quarré  de  ç,  supposer  H  =  i  et  f—2, 

-r»-*       •              ,                i-v».       C.              dlf    dN'  dN" 
Déterminons  présentement  les  valeurs  de  —   et    rela- 
tif     dt          dt  ' 

tives  à  l'attraction  de  la  couche  aqueuse ,  sur  le  sphéroïde  terrestre. 
Il  est  clair  que  si  ce  sphéroïde  et  l'océan  qui  le  recouvre ,  formoient 
une  masse  solide,  il  n'y  auroit  aucun  mouvement  dans  cette  masse, 
en  vertu  de  l'attraction  de  toutes  ses  parties  ;  l'effet  de  l'attraction 
de  la  couche  aqueuse  sur  l'océan ,  ajouté  à  l'effet  de  son  attraction 
sur  le  sphéroïde  terrestre ,  est  donc  égal  et  d'un  signe  contraire  à 
l'effet  de  l'attraction  de  la  terre  entière  sur  la  couche  aqueuse  ; 
d'où  il  suit  que  l'effet  de  l'attraction  de  cette  couche  sur  le  sphé- 
roïde terrestre  ,  est  égal  à  la  somme  des  effets  de  l'attraction  de  la 
terre  entière  sur  la  couche,  et  de  l'attraction  de  là  couche  sur 
l'océan  ,  cette  somme  étant  prise  avec  un  signe  contraire. 

La  résultante  de  l'attraction  de  la  terre  entière ,  sur  la  petite 
colonne  ay.d^.dv^  de  la  couche  aqueuse,  et  de  la  force  centri- 
fuge, est  perpendiculaire  à  la  surface  d'équilibre  de  la  mer;  on 
aura  donc  l'attraction  de  la  terre  entière  sur  cette  colonne,  en  la 
concevant  animée  de  cette  résultante ,  et  de  la  force  centrifuge  prise 
avec  un  signe  contraire.  La  première  de  ces  deux  forces  est  la  pe- 
santeur g  ,  qui  doit  être  multipliée  par  la  masse  *y.dy..dvr,  de  la 
molécule;  en  supposant  donc  que  l'équation  de  la  surface  d'équj^ 
libre  de  la  mer  soit , 

.  ,  ,    .  .         dN  dN'      dN"  , 

on  aura  par  ce  qui  précède ,  les  parties  de  -— ,  — —  et  ,  rela 

L  L  1  dt  7    dt         dt  ' 

à  cette  force ,  en  changeant  dans  les  expressions  précédentes  d 

quantitt 
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quantités ,  q  en  q '.  Il  faut  de  plus  ,  comme  on  vient  de  le  dire ,  les 
prendre  avec  un  signe  contraire  ;  en  les  réunissant  ainsi  aux 
expressions  précédentes  ,  et  observant  que  q' — q  exprime  la  pro- 
fondeur de  la  mer ,  que  nous  supposons  très  petite ,  et  que  nous 
représenterons  par  y  ,  on  aura 

^=-,.^^^.{^.sin...(^-—  (£)} 

Il  faut  maintenant  considérer  l'effet  de  la  force  centrifuge  prise 
avec  un  signe  contraire,  et  le  retrancher  de  ces  valeurs,  ce  qui 
revient  à  leur  ajouter  l'effet  de  la  force  centrifuge.  Si  l'on  désigne 
par  n ,  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre ,  la  force  centrifuge  de  la 
petite  colonne  <ty.dy..ds,  sera  ri'.Vi—  yf;  en  la  multipliant  par 
la  masse  de  la  colonne,  on  aura  a.rî'y.d^.  d™.  V \ — ^ ,  pour  la 
force  entière.  Cette  force  est  dirigée  suivant  le  rayon  du  parallèle 
terrestre;  en  la  décomposant  en  deux,  l'une  parallèle  aux  x',  et 
l'autre  parallèle  auxj/,  on  aura  a.ri'y  .d^,d^.  V \ — ^.cos^poui 

la  première ,  et  Aify.d^.d^.  V  x— ^a.sin.w  ,  pour  la  seconde  ;  on 

.  ,  .      .    dN    dN'       dN"  , 

aura  donc  pour  les  parties  de  —,  —  et  —j— ,  relatives  à  la  force 

centrifuge , 

dN 

dN'  ,  

-jjr  =  —  S.&n'y .diJ..dir.iA>  V 1 — p*.cos.  m  / 

dN"  .  

=5  — S.ttrfy .dp.d<&.i*:  V  1 — ^.sin.w. 

H  nous  reste  à  déterminer  l'effet  de  l'attraction  de  la  couche 
-"euse,  sur  l'océan.  Pour  cela,  représentons  par  <*.U,  la  somme 
.îolécules  de  cette  couche,  divisées  par  leurs  distances  respec- 
MÉQAK,  cél.  Tome  IL  Tt 
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tives  à  une  molécule  de  l'océan ,  déterminée ,  soit  par  les  quantî- 

fdU\ 

tési?,  |uet-ar,  soit  par  les  coordonnées  x',y',  z' ;  ""s^y) 
et  *'(~frj  seront  les  attractions  de  la  couche  sur  cette  molécule , 

parallèlement  à  ces  coordonnées ,  ces  attractions  tendantes  à  les 
augmenter.  La  masse  de  la  molécule  est  R'dR.d^.d^  ;  on  aura 

.     ,   dN   dN'    dN"      S  ;      ,  T,  . 
donc  pour  les  parties  de  — ,  — r— ,  —— ,  relatives  a  1  attraction  de 
r  1  dt  '   dt  '  dt  ' 

la  couche  aqueuse  sur  l'océan , 

.y.  «  Wf)  -  •  (^)  }• 

Pour  intégrer  ces  fonctions  relativement  à  i? ,  nous  observerons 
que  la  profondeur  de  la  mer  étant  supposée  très-petite ,  on  peut 
supposer  R  —  1 ,  et  fRldR  =  y.  Si ,  de  plus ,  on  change  les  diffé- 
rences partielles  (j^p)  l  (^)  et  (^lP)  611  d'autres  relatives  aux 
variables  R ,  »  et  ^ ,  les  fonctions  précédentes  deviendront ,  en  les 
prenant  avec  un  signe  contraire, 

—  8.a.y.dp.dw.  * 

f  v   .        /<^\     /».cos>  /^JAl 

_^^.^.^.|V/i-^%S1n.^^j-^=.^-j]. 

eZiV  rf.V 

Si  l'on  réunit  ces  valeurs ,  aux  expressions  partielles  de  -~7  - 

dN~   trouvées  ci-  dessus  ;  en  aura  pour  les  expressions  entières  de 
dt 

ces  quantités  relatives  à  l'attraction  et  à  la  pression  de  l'océan 
le  sphéroïde  terrestre, 
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yf.  =  -  «S-  «gy  •      ^  (£)  -    *>•  <fc.  rf».  (^)  J 

-«y.^.^.d*.  îv^=7.cos.*y— 


—  S.a.ny.dp.d'v.ti.  V  i — •(u'.cos.'s- 

dN" 


—  iS.a.ny.d^.d^.(i.  V \ — ^.sin.-sr. 


Les  intégrales  précédentes  doivent  être  prises  depuis  n=  — 1  ,  jus- 
qu'à f*=i ,  et  depuis  «-  =  0,  jusqu'à  *  égal  à  quatre  angles  droits. 
En  intégrant  par  rapport  à      on  a 

S.ugy^f*.  {^j  =  «gyy  —  S.«gy.dv.         +  constante  ; 

or  il  est  clair  qu'aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  ou  w  =  o,  et  *  est 
égal  à  quatre  angles  droits ,  la  fonction  agyy  est  la  même, 'puisque 
ces  deux  limites  appartiennent  au  même  point  de  la  surface  du 
sphéroïde 5  on  a  donc  *£y*+constante  =  o,  et  par  conséquent , 

S .  ctgy.dp.dv.  =  —S.  *g.y.di*.dv.^\ 

En  intégrant  par  rapport  à    ,  on  a 

S.agy.d^{^\.  \Z7^?.sm.<B=«g.yy.  V/i^?.sin.^  +  S.«gyy!~^^ 

Vj  ~S'''8y'dlx'{^)'  t/l~^-sin-w+const. 

L  ';itégraïe  doit  être  prise  depuis  n  =  —  1 ,  jusqu'à  h-  =  i;  ory  et  y 
ne  sont  jamais  infinis  ;  ainsi  le  radical  V \  —  ^  étant  nul  à  ces 
limites ,  on  a  à  ces  mêmes  limites , 

c  ag-J>'  V \— sin. -a- -f  constante  =  0; 

Tt  * 
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et  par  conséquent, 

(à    \      r   p.dy..d<a.îxti.m 

S.a.gy.dy..d™.\  —  \.V  i—y.\sin.<x  —  S.a.g.yy.   — ■ 

— S.cLgy.dp.dvr.^-^-^.  V  1 — p'.sin.*. 
on  trouve  encore  ,  en  intégrant  par  rapport  à  -s-, 

+  S.cLg.yy.  dy.  d™. — / 

on  aura  donc 

77    f<^  T    •       fdy\     y-eos.™  /^^M 

S.agy.dy.d-.  {  V  i — /^.sin.OT.  —  .  [  -—  > 

On  trouvera  pareillement , 

S.ctgy .dy.. d&.  [  V i — y?.cos.iz.(       +  - — '  .(~r~\\ 

bJ  \  VW     t£i-#  \.«WJ 

=  -J.-«>.*.^.|/l-,*'.C08.*^-r j  +  jj,- 

dN    dN'       dN"  .     .  . 
les  expressions  précédentes  de  — ,        et         deviendront  ainsi., 


■  '      (  i  vw  vw  j  j/i— 

—  S.a.rfy.dy.d'n.y.  V \ — ^°.cos.  »; 


. S,y.dy,u{  V i -M  .sin.^^)-(^}-^|.  {*(£)-( ^ ,  j  j 
—  S.any.d y..dvr.y-.  V \ — ^a.sin.<sr. 

1 1 .  Déterminons  maintenant  l'influence  de  ces  quantités,  si. 
les  mouvemens  du  sphéroïde  terrestre  autour  de  son  centra 
gravité.  Pour  cela,  reprenons  les  équations  (D')  du  n°.  X. "Si  1 
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.  -o  ,'i        .       /B-A\         .  /C-B\ 
néglige  les  quantités  très-petites  I  — —  J.  qr.  dt ,  I  — —  \.rp  .  dt  et 

(^—jj-\pç-dt;  si  de  plus,  on  observe  qu'ayant  pris  pour  les  axes 

des  x',  desy'  et  des  z',  les  axes  principaux,  on  a  <p=o,  et  9=o,on  aura 

dN  .       dN"  .  dN' 

dp  =  —;        dq=~;  dr=-—. 

On  voit  d'abord  que  les  termes  dépendans  de  très-petits  angles , 
que  contient  dN ,  peuvent  par  l'intégration  ,  en  produire  de  très- 
grands  eu  ns  la  valeur  de  p ;  il  est  donc  nécessaire  d'avoir  égard  à 
ces  termes. 

On  a  vu  dans  le  n°.  4 ,  que 
dt 

==  r.  sin.  <p  —  q .  cos.  <p  f 


<*4   •  „ 

— .  sm.  S  =  r.  cos.  p  +  q .  sm.  tp  ; 


en  faisant  donc 


d.6        n  d^.sinJ 

T  —  x  »  — ; —  —y 

dt         '  dt  J 


7 


et  observant  que  d<p  est  à  très-peu  près  égal  à  ndt,  on  aura 
dx"  —  dr.s'm.ip  — dq. cos. ç  +  ny" .dt  ; 
dy"  =  dr.  cos.  ip  +  d q.sin.  <p —  nx"  .dt. 

Si  l'on  substitue  pour  dq  et  dr,  leurs  valeurs  précédentes  dans 
lesquelles  on  peut  changer  ^4  et  B  en  C,  on  aura 

■dN'    .           dN"  n  ■ 

dx  =  — . sm.  p  — -.  cos.  ip  +  ny.dt; 

dN'  dN"  . 

dy  —  —  . cos.  <p  -\ — — — . sin.  p — nx'.dt. 

€>  t  tt  ?x  .  >  i  i  <W.sin.ï-f  dN". cos.it> 
Soit  H.dt.cos.(it-\-i) ,  un  terme  quelconque  de  '  , 

H' .  dt.  sin.(it-i- 1) ,  le  terme  correspondant  de  ^  -cos.»  ^rfjV  .am-  ^_ 
les  termes  correspondans  de  x"  et  dey"  seront, 

„     fiH'—nH\         j,  n      /nH'—iH\  . 
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Les  termes  dépendans  de  très-petits  angles ,  ou  dans  lesquels  i  est 
fort  petit ,  sont  encore  peu  sensibles  dans  les  valeurs  de  x"  et  dey"; 
mais  l'intégration  les  rend  très-sensibles  dans  les  valeurs  de  6  et 
de  4-  ;  et  l'on  a  vu  dans  le  n°.  4 ,  que  la  précession  et  la  nutation 
dépendent  de  termes  semblables  ;  il  est  donc  essentiel  d'y  avoir 
égard.  Ces  termes  sont  produits  par  ceux  de  dN'  et  de  dN",  qui 
dépendent  d'angles  très-peu  différens  de  nt\  car  en  les  multipliant 
par  sin.  <p ,  et  par  cos.  <p ,  il  en  résulte  des  termes  dépendans  de  très- 
petits  angles  ;  ainsi  l'on  doit  faire  une  attention  particulière  à  ces 
termes. 

Les  termes  dans  lesquels  i  est  très-peu  différent  de  n,  deviennent 
fort  grands  dans  les  valeurs  de  x"  et  dey",  parce  que  le  diviseur 
i1 —  n*,  est  alors  très-petit.  Ces  termes  résultent  de  ceux  de  dN' 
et  de  dN"  qui  renferment  de  très-petits  angles  ,  et  auxquels  il  est 
nécessaire  pour  cela,  d'avoir  égard.  Ils  peuvent  encore  être  pro- 
duits par  les  termes  de  dN'  et  de  dN",  dépendans  d'angles  très- 
peu  différens  de  2  nt  ;  en  effet ,  si ,  par  exemple ,  dN'  renferme  le 
terme  L.dt. sïn.(2  nt-\-pt+t)  ,  v  étant  très-petit,  il  en  résultera 

dN'  .sin.y+dN".  cos.?  L 
dans  la  fonction  ,  le  terme  —  .dt,cos.(  ant-ç+v t+i ) , 

U  '2  c 

diV'.cos.ç— dN".&va.$  L  . 

et  dans  la  fonction  ,leterme  —.dt.sm.(-2nt-'P+pt+i). 

L/  Q.L> 

Mais  dans  ce  cas  ,  Il '  étant  égal  à  les  expressions  correspon- 
dantes de  y"  et  de  x"  perdent  leur  très-petit  diviseur  i  —  n ,  et  par 
conséquent ,  sont  insensibles.  On  verroit  de  même  ,  qu'un  terme 
de  dN",  de  la  forme  L.dt. cos.  (nnt+pt+i) ,  ne  produirait  dans 
x"  et  y",  que  des  quantités  insensibles  ;  il  ne  faut  donc  avoir  égard 
dans  les  valeurs  de  dN,  dN',  et  dN"s  qu'aux  ternies  dépendans 
de  très-petits  angles  ,  ou  d'angles  très-peu  différens  de  n  t. 

Pour  analyser  ces  différens  termes ,  il  est  nécessaire  de  rappeler 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  l'océan.  Considérons 
une  molécule  de  sa  surface,  déterminée  dans  l'état  d'équilibre ,  par 
les  coordonnées  ^  et  concevons  que  dans  l'état  de  mouvemen 
elle  soit  élevée  de  la  quantité  ay ,  au-dessus  de  la  surface  d'équi- 
libre ,  que  sa  latitude  soit  diminuée  de  la  quantité  a.u,  et  que 
l'angle  w  soit  augmenté  de  «f.  Nommons  encore  y  la  déclinaison 
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de  l'astre  L,  n  son  ascension  droite  ,  et  rt  sa  distance  au  centre  de 
gravité  de  la  terre.  Soit 
3L 

*f= — -.  { cos.S.sin.v  +  sinJ.cos.v.cos.  (Tï  —  ?> —  w)}s; 

'         27*/  1 

on  aura  par  les  n08.  5  et  4  du  quatrième  Livre ,  les  trois  équations 
si"  vantes , 

fd.(yuY  (d.yv\ 

— ^ —  ;  \~t~j ; 

ddv            / du\        [x               \S\d-v)      \d«r)      \d™  )  ] 
—i  f-27Z.[  —    ).  =  ■  . 

Si  l'on  ne  considère  que  les  angles  croissans  avec  une  extrême  len- 
teur, ou  indépendans  de  ?  ;  il  est  visible  que  la  partie  de/ relative 
à  ces  angles  est  indépendante  de  &  ;  .les  parties  de  y  et  de  U,  rela- 
tives aux  mêmes  angles  seront  donc  elles-mêmes  indépendantes 
de  <sr,  en  sorte  qu'en  ne  considérant  que  ces  termes  ,  on  aura 

et  par  conséquent , 
dN 

dN' 


-r-.sm 
dt 


dN' 

— r-.cos.a 
dt 


H^.  w="A-»*M*  V  x-^.sin.  r?+-;.  {#(|)-(^) }  ; 


On  a  vu  dans  le  n°.  6  du  quatrième  Livre  ,  que  relativement  aux 
termes  croissans  avec  une  extrême  lenteur,  on  peut  supposer  à 
%r   -peu  près, 


fdU\  fdf 


\  d[J.  J      \  dp 

Oette  équation  est  d'autant  plus  exacte,  que  ces  termes  varient 
ec  plus  de  lenteur,  et  qu'ils  ont ,  par  conséquent,  plus  d'influence 
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sur  les  mouvemens  de  l'axe  de  la  terre  ;  on  a  donc  relativement  à 
ces  termes , 

dN' .  sin.<p  +  dN".  cos.? 


dt 

dN'.  cos.*p— dNr'.$i 


in.?  ,  i  .  .  / 
 =  S.a-y.dp.d'sr.  V  1 — f**.  COS.(f?  +  ^ .  (  —  1. 


r>     t'a*  i  •.  .     .    dlV'      .   dN"        .  ,, 

Considérons  présentement ,  les  parties  de  —  et  de  —  ,  qui  de 

Cl  t  clt 

pendent  d'angles  très-peu  différens  de  nt.  On  a  ~. 
dN'.sin.<i>  +  dN".cos.i>       n        ,    ,      ,   .  f     /dy\  /dt/A") 

-«$,.«>.*.c^.^=.cos.^+»;.{ff.(^-)-(^)j 

—  S.  ctn"y.d^.d^-y-  V  1  —  /A  sin .  C<p  + 
La  première  des  équations  (I)  donne, 

iS.nny.dp.dir.iJ..  V  i — pa.siri.îfjp4""',) 

=  V/I=^.sin.  + 

En  intégrant  depuis    =  —  î ,  jusqu'à    =  i ,  on  a 

on  a  pareillement,  en  intégrant  depuis  ^  =  o,  jusqu'à  v  égal  à 
quatre  angles  droits , 

S.  d™. sin.    +  = —  tf.^.c/'W.cos.  (f<p  +  ^  ; 

partant , 

+  S.ttri*  .yv.dp.dn.u,  V  î-^.cos.f 

On  peut  supposer  yz;  développé  dans  une  suite  de  termes  de  .i 
forme  Jï.cos.  (it+sn+t) ,  H  étant  fonction  de  p.  seul,  et  s  étant 
un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  ou  zéro,  les  nombres  frac-^ 
lipnnaires  étant  exclus ,  parce  que  y  u  est  le  même ,  lorsque  <*  =  p 
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et  lorsque  *r  est  égal  à  quatre  angles  droits.  Pareillement,  yv  peut 
être  supposé  développé  dans  une  suite  correspondante  de  termes  de 
la  forme  M.sm.(ii+S'sr  +  t)  ,  M  étant  fonction  de  p  seul.  Soient  H' 
et  M',  les  valeurs  de  H  et  de  M ,  relatives  au  même  arc  it ,  et  qui 
correspondent  à  s  =s  i.  Le  coefficient  i  étant  supposé  très-peu  diffé- 
rent de  n  ,  l'angle  it — <p  +  e,  croit  avec  une  lenteur  extrême;  en 
r  onservant  donc  que  les  termes  dépendans  de  cet  angle  ;  on  voit 
lo  les  termes  de  y  u  et  de  y  p ,  dans  lesquels  *  est  différent  de 
nent  l'angle  tt  dans  les  intégrales  précédentes ,  et 
dispax-.tsbcn»  ainsi  par  l'intégration  relative  à  ir  ;  on  a  donc , 

S .an^y.  dp.  d^.p.  V  i — p''.  sin.  (<p-\-^) 
=  a  /z*  a-,  sin.  (it±t~p).S.dp.  {(i  —  2p').IÏ'+p.  Vi—u\M'  } . 
Si  l'on  multiplie  la  seconde  des  équations  (I),  par  ay.dp.d'&.sin. ( 
et  qu'on  l'ajoute  à  la  troisième  multipliée  par 

cty.dp.d^.p.  V 1  —  fi'L,  cos.  (<p-\-'&)  ; 

on  aura 

f  /  ddu\ 


S.cty.dp.dv.  l^—^J.sin.^^-^-j.  2ni*\(J^^.cos.(p  +  v) 

'+  (â^S  ^i-.^.cos.f  f+wj-are.  Vi-^.siu.f  ?>4-^ j  | 

=  V7=?.,in.0 +-;.  (!)-(f)-(£)};(°> 

En  substituant  pour  >w  et  pour         l'ensemble  de  tous  leurs 
termes  relatifs  à  l'angle  it,  et  observant  que  i  est  supposé  très» 
peu  différer  de  n;  le  premier  membre  de  cette  équation  deviendra, 
«.n*T.sin.(it+t  —  p).S.dp.  {(i  —  apm).H' +p.  Vi—p'.M'}; 

on  aura  donc ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dans  lesquels  i  est 
très-peu  près  égal  à  n , 


"S.nr»*y  -dp.  dtsr.p.  V i —  p' .  sin .  (<p_  + 


7        7  M 

S.ay.dp.dvr,  —  .cos 

Mécan.  céxj.  Tb/?z<?  JZ  V  v 
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d'où  l'on  tire , 

<lN'.s\n.<p-rdNn.cos.<!>  i     ,    -,   .  /  df\ 

 -jt  —  ii.a.y.dy-.d'w.  V  1 — .Sin.(<p+ir).l \ 


—  S .  cty.df/..d'Tz. 

On  trouvera  de  la  même  manière  , 


y- 


COS.  (<p  +  tr) 


dN' .  cos.  <p  — dN" .  fin.  ç> 
~dt 


S.ay.dp.dœ.  V  i — ^a.cos 


-\-S.  *y .  dp .  d-n .  ■ 


du)'  '< 


Ces  deux  équations  ont  donc  lieu  ,  lorsque  l'on  n'a  égard  qu'aux 
angles  croissans  avec  beaucoup  de  lenteur ,  et  l'on  a  vu  précédem- 
ment, que  le  premier  terme  du  second  membre  de  chacune  d'elles , 
renferme  encore  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  angles  très-peu  dif- 
férens  de  n  t  ;  en  sorte  qu'elles  embrassent  tout  ce  qui  a  rapport 
à  ces  deux  espèces  d'angles  ,  les  seules  qui  peuvent  influer  sen- 
siblement sur  les  mouvemens  de  la  terre  autour  de  son  centre  de 

gravite,  shn  reunissant  ces  équations,  a  1  équation  —  =  o;  on 

aura  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  l'influence  de  la  mer 
sur  ces  mouvemens. 

J'observe  maintenant,  que  ces  diverses  équations  sont  les  mêmes 
que  si  la  mer  formoit  une  masse  solide  avec  la  terre.  Pour  le  faire 
voir,  déterminons  les  valeurs  de  dN ,  dN',  dN",  relatives  à  la 
mer ,  dans  cette  hypothèse.  La  valeur  de  V  du  n°.  3 ,  est  égale 
L 

à  très-peu  près  à  — \-R*-f  \  ;  ce  qui  donne  par  le  même  n°. , 

Y t  2  T  1 

en  substituant  R1  .d  R.dp.dvr ,  pour  dm , 

S  {*'•  ($)  -y{^)\ 

La  profondeur  de  la  mer  étant  supposée  très-petite,  et  le  rayon 
étant  à  très-peu  près  égal  à  l'unité  ,  on  a  relativement  à  la  m  , 

SR*dR  =  y  s 

et  par  conséquent, 

^=,.«J.(;,,-.{,.(|)-y.(^)j.  - 


f 
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On  trouvera  de  la  même  manière , 


F    transformant  par  le  n°.  i  o ,  les  différences  partielles ,  en  d'autres 
.atives  aux  variables  7? ,  pett?,  on  aura 

^  =  S.«y.d^.{^ ^.si_(^)-^.^)}; 
ce  qui  donne 

dN'  .s\n.ip-\-dN".cos.t}  ,   /  df\ 

'  J~t  —  S-a.yd^.d'a.  Kl  —     .  sin.  (<p  + ,\~Lj 

—  S  uy-dy-  d™  ^==1. COS.  C<P+vr).( ~—\  ! 

<flV'.cos.9— dN".s,m.<!>  ,   /  df\ 

 —  S  a.y  diJ.-diT.  V  i — [S -cos.  (p+^).LJL\ 

-i-S.ay.dp-d'sr — ^r^.sin.  — V- 

V  i— 

et  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  termes  croissans  avec  une  extrême  len- 
dN 

teur  '  ~dt=0'  Ces  é(luations  sont  les  mêmes  que  nous  avons  trou- 
vées ci-dessus;  d'où  résulte  ce  théorème  remarquable,  savoir  que 
'es  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes ,  et  de  la  nutation  de 
L'axe  de  la  terre ,  sont  exactement  les  mêmes  que  si  la  merformoit 
une  -*iasse  solide  avec  le  sphéroïde  qu'elle  recouvre. 

Il  existe,  cependant,  un  cas  mathématiquement  possible,  dans 
'equel  ce  théorème  cesse  d'avoir  lieu  ;  c'est  le  cas  où  le  noyau  ter- 
tre recouvert  par  l'océan,  seroit  formé  de  couches  sphériques. 
>st  clair  qu'alors ,  il  n'y  auroit  aucun  mouvement  dans  l'axe  de 

Vt  -2 
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rotation  du  noyau ,  en  vertu  des  attractions  du  soleil  et  de  la  lune, 
et  de  l'attraction  et  de  la  pression  de  la  mer  ;  puisque  la  résultante 
de  toutes  ces  forces  passeroit  par  le  centre  du  noyau.  Voyons  ce 
qui  empêche  l'analyse  précédente  ,  de  s'étendre  à  ce  cas. 

Les  parties  des  expressions  de  a.  y,  au  et  <tv ,  qui  influent  sur 
les  mouvemens  de  l'axe  terrestre ,  sont  celles  qui  dépendent  Vs 
sinus  et  cosinus  d'angles  de  la  forme  it+^y  dans  lesquels  i  t 
très-peu  différent  de  n  ;  et  l'on  a  vu  dans  le  n°.  3  Jn  quatriè 
Livre,  que  ces  parties  sont  relatives  aux  oscillaLo. 
espèce.  Ces  oscillations  peuvent  être  déterminées  dans  ce  cas ,  par 
le  ,n°.  cité  :  i  étant  très-peu  différent  de]ra,  les  expressions  de  yy 
ueïv,  relatives  à  l'angle  it+<&,  sont  de  la  forme 


2  lq.k.fj..\/  i — 
J—  /  5  s         ■  .cos.(it  +  v)  ; 

—  h 

U  =   -.  rr  •  COS.  (it+v)  ; 

k  p 


2lxq.(  i— —  )  —  V/l— ' 


La  profondeur  de  la  mer  est  /.  ( i — qp')  ;  or  on  a  par  le  il0.  54  du 
troisième  Livre ,  pour  la  condition  de  l'équilibre, 

(io.e  —  6).g 

ce  qui  rend  infinies,  les  expressions  précédentes  de  y ,  u  et  pj 
mais  comme  elles  ne  deviennent  infinies,  que  par  la  supposition 
de  i — ra=o,  il  en  résulte  qu'alors,  y,  u  et  v ,  sont  de  l'ordre 

- — - — ,  Ainsi  l'on  ne  peut  plus  supposer  dans  l'équation  (  O) ,  comme 

i — n 

nous  l'avons  fait ,  i  —  n,  en  différentiant  u  et  v  ,  par  rapport  eu 
temps  t.  Il  faut  dans  ces  différentielles,  avoir  égard  au  facteu  —  n 
qui  ,  multipliant  les  parties  de  u  et  de  v ,  divisées  par  i — n ,  donne 
des  produits  indépendans  de  i— n.  Ces  produits  rendent  nulles,  ]?' 
parties  de  <IN'  et  de  dN",  relatives  à  l'attraction  etàlapress' 
de  la  mer  sur  le  sphéroïde  terrestre, 
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Nous  observerons  ici,  que  dans  le  cas  précédent,  les  oscillations 
de  la  mer,  dépendantes  de  l'angle  it+*r,  sont  très-grandes ,  lors- 
que i  est  très-peu  différent  de  n  ;  et  c'est  ce  qui  a  lieu  par  rapport 
aux  termes  dépendans  du  mouvement  des  noeuds  de  l'orbe  lunaire , 
(i —  n).t  exprimant  alors  ce  mouvement;  mais  une  très-légère 
"'^'stance  de  la  part  du  sphéroïde  terrestre  ,  suffit  pour  diminuer 
nsidérablement  ces  oscillations.  La  mer,  en  vertu  de  cette  résis- 
ance  ,  agit  liorizontalement  sur  le  sphéroïde  ,  et  par  cette  action, 
les  mouvemens  de  son  axe.  On  verra  dans  le  n°.  sui- 
vant, que  dans  ce  cas  qui  est  celui  de  la  nature  ,  le  théorème  pré- 
cédent subsiste. 

12.  L'analyse  précédente,  quoique  très  -  générale  ,  suppose 
encore  que  la  mer  recouvre  en  entier  le  sphéroïde  terrestre,  que 
sa  profondeur  est  régulière,  et  qu'elle  n'éprouve  point  de  résistance 
de  la  part  du  sphéroïde  qu'elle  recouvre.  Ces  suppositions  n'ayant 
pas  lieu  dans  la  nature ,  on  peut  douter  que  le  théorème  précédent 
s'applique  exactement  à  la  mer.  Comme  il  est  très-important  dans 
la  théorie  des  mouvemens  de  la  terre;  en  voici  une  démonstration 
générale ,  quelles  que  soient  les  irrégularités  de  la  figure  et  de  la 
profondeur  de  la  mer,  et  les  résistances  qu'elle  éprouve.  Pour 
cela ,  je  vais  rappeler  le  principe  de  la  conservation  des  aires  ,  qui  a 
été  démontré  dans  le  chapitre  V  du  premier  Livre. 

«Si  l'on  projette  sur  un  plan  fixe,  chaque  molécule  d'un  système 
y>  de  corps  qui  réagissent  d'une  manière  quelconque  ,  les  uns  sur 
))  les  autres  ;  si  de  plus  ,  on  mène  de  ces  projections  ,  à  un  point 
»  fixe  pris  sur  le  plan ,  des  lignes  que  nous  nommerons  rayons 
y>  vecteurs  ;  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule ,  par  l'feife 
»  que  décrit  son  rayon  vecteur,  est  proportionnelle  au  temps, 
»  en  sorte  que  si  Ton  nomme  ^4 ,  cette  somme,  et  t ,  le  temps ,  on 
»  aura  ht;  h  étant  un  coefficient  constant  ». 

Ce  principe  a,  dans  la  question  présente ,  le  grand  avantage  d'être 
é  tement  vrai ,  dans  le  cas  où  le  système  éprouve  des  changemenS 
brusques ,  comme  cela  a  lieu  pour  la  mer  dont  les  oscillations  sont 
brusquement  altérées  par  les  frottemens  et  par  la  résistance  des 
'vages. 

Si  le  système  est  soumis  à  l'action  de  forces  étrangères  ;  ne 
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sera  plus  proportionnel  au  temps  t,  et  par  conséquent ,  l'élément  dt 
du  temps  étant  supposé  constant,  la  valeur  de  dA  ne  sera  plus  cons- 
tante. Pour  déterminer  sa  variation ,  on  considérera  toutes  les 
molécules  du  système ,  comme  étant  en  repos  et  isolées  ;  on  fera 
ensuite  une  somme  de  tous  les  produits  de  chaque  molécule ,  par 
l'aire  que  décriroitson  rayon  vecteur  dans  l'instant  dt ,  eHVejtl 
des  forces  étrangères  qui  la  sollicitent ,  et  cette  somme  sera  éga  i, 
d*A  ;  car  il  résulte  du  principe  que  nous  venons  d'exposer,  que  ij 
réaction  des  différens  corps  du  système  ne  doit  rien  • 
valeur  de  d*^4. 

Concevons  ,  cela  posé ,  une  masse  en  partie  fluide  ,  et  qui  tourne 
autour  d'un  axe  quelconque  ;  supposons  qu'elle  vienne  à  être  sol- 
licitée par  des  forces  attractives  très-petites  de  l'ordre  a ,  et  qui 
laissent  en  repos  ,  son  centre  de  gravité.  Si  l'on  fait  passer  par  ce 
centre ,  un  plan  fixe  que  nous  prendrons  pour  plan  de  projection  , 
et  que  l'on  fasse  partir  de  ce  même  point ,  les  rayons  vecteurs  des 
différentes  molécules  ;  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule, 
par  l'aire  qu'aura  décrite  son  rayon  vecteur ,  sera  aux  quantités 
près  de  l'ordre  a.',  la  même  que  si  la  masse  eût  été  entièrement 
solide.  Il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  prouver  que  la  valeur  de 
d*^4  sera  la  même  dans  la  supposition  de  la  masse  en  partie  fluide , 
et  dans  celle  de  la  masse  entièrement  solide  ;  or  si  l'on  considère 
qu'après  un  temps  quelconque ,  la  figure  de  la  masse ,  et  la  manière 
dont  elle  se  présente  à  l'action  des  forces  étrangères ,  ne  peuvent 
différer  dans  ces  deux  hypothèses  ,  que  de  quantités  de  l'ordre  a  ; 
si  l'on  observe  d'ailleurs ,  que  ces  forces  ne  sont  elles-mêmes ,  que 
de  l'ordre  a.  ;  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  différence  des  valeurs 
de  d*^4,  dans  ces  mêmes  hypothèses ,  ne  peut  être  que  de  l'ordre  a\ 
et  qu'ainsi ,  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre ,  on  peut  sup- 

dA 

poser  les  valeurs  correspondantes  de  — — ,  égales  entre  elles  dans 
ces  deux  hypothèses.  _ 

Imaginons  présentement,  que  la  masse  dont  nous  venons  de 
parler  ,  soit  la  terre  elle-même ,  que  nous  regarderons  d'abord 
comme  un  sphéroïde  de  révolution ,  très-peu  différent  d'une  sphère, 
et  recouvert  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur.  L'action  du  soleil 
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de  la  lune ,  excitera  des  oscillations  dans  le  fluide ,  et  des  mouve- 
înena  dans  le  sphéroïde  ;  mais  ces  oscillations  et  ces  mouvemens 
doivent,  par  ce  qui  précède,  être  combinés  de  manière  qu'après 

un  temps  quelconque,  la  valeur  de        soit  la  même  que  si  la  terre 

eût.été  entièrement  solide.  Cherchons  d'abord  cette  valeur,  dans 
"e  dernière  supposition. 

Soit  à  l'origine  du  mouvement ,  S  l'inclinaison  de  l'équateur  à  un 
ian  fixe  nue  nous  supposerons  être  celui  de  l'éclip tique  à  une 
3  ;  4  l'angle  que  forme  l'intersection  de  ce  plan  et  de 
l'équateur,  avec  une  droite  invariable  menée  sur  le  plan  de  cette 
échptique  ,  par  le  centre  de  gravité  de  la  terre  ;  soit  de  plus  ,  nt  le 
mouvement  de  rotation  de  cette  planète.  Il  est  clair  que  tous  les 
changemens  qui  surviennent  dans  le  mouvement  du  système 
après  le  temps  *,  dépendent  des  variations  de  S ,  4  et  n.  Supposons 
qu'après  ce  temps ,  9  se  change  en  8  +  4  en  4+*H,  et  n  en 
h+k'fn.  On  a  vu  précédemment ,  que  les  seuls  termes  auxquels  il 
soit  nécessaire  d'avoir  égard ,  sont  ceux  qui  croissent  proportion- 
nellement au  temps,  et  ceux  qui  étant  périodiques ,  sont  multipliés 
par  des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  croissans  très -lentement ,  et 
divisés  par  les  coefficiens  du  temps  t,  dans  ces  angles  ;  on  peut 
donc ,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  supposer  6,  4  et  n  cons- 
tans  ,  en  différentiant  la  fonction  .A. 

Concevons  maintenant,  que  le  plan  fixe  sur  lequel  on  projette 
les  mouvemens  des  molécules  de  la  terre ,  passe  par  son  centre  de 
gravité ,  supposé  immobile ,  et  forme  l'angle  y  avec  l'écliptique 
fixe  dont  nous  venons  de  parler  ;  et  que  l'intersection  de  ces  deux 
plans  ,  forme  l'angle  €,  avec  la  droite  invariable  d'où  nous  faisons 
commencer  l'angle  4  :  on  aura  à  l'origine, 

dt  ' 

Jfétant  fonction  de  9 ,  4 ,  n ,  et  des  quantités  y  et  €  qui  déterminent 
la  ; -osition  du  plan  de  projection.  Après  un  temps  quelconque  t, 
ou  aura  •— ,  en  changeant  dans  M,  9,  p  et  n ,  eii^+*#fl  j  4  +  ^4 
:  n  +  *fm  en  désignant  donc  par  ,  la  variation  de  ~~ 

at  dt 
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après  ce  temps  ,  on  aura  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  ** , 
dA  fdM\  ,  /dM\  /dM\ 

Nommons  C,  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  de  la 
terre ,  par  le  quarré  de  sa  distance  à  l'axe  de  rotation ,  et  V  l'in- 
clinaison du  plan  de  projection ,  sur  l'équateur  terrestre  \  il  est  ftisé 
de  voir  que  l'on  aura  M—\nC. cos.  V ;  or  on  a 

cos.  V  =  cos.  y. cos.  3  +  sin.7.sin.  8. cos.  (S  1)  ; 

on  aura  ainsi , 

j\  dA      <      n  f^"  {sin.>.cos.9.cos.fé' — {.) — cos.'v.sin.S)  "I    ,  x 
tt^7F=î*?P'i.+H.siii.r.sin.,9.sin.^--4;  j'^ 
+  ^  C.fn.  (cos.  >.cos.  9  +  sin.  >>.sin.  9. cos.  f  ff— ; 

expression  dans  laquelle  on  peut ,  sans  erreur  sensible  ,  détermi- 
ner C,  comme  si  la  terre  étoit  une  sphère.  Cherchons  présente- 
ment l'expression  de  la  même  quantité  ,  dans  le  cas  où  la  terre  est 
un  sphéroïde  recouvert  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur. 

Soient  <H',  <P4'  et  S~n,  les  variations  de  9,  4  etji,  relativement 
au  sphéroïde ,  en  ne  conservant  dans  ces  variations ,  que  les  termes 
ou  proportionnels  au  temps,  ou  multipliés  par  des  sinus  ou  des 
cosinus  d'angles  croissans  très-lentement ,  et  divisés  par  les  coeffi- 
ciens  du  temps  ,  dans  ces  angles.  Il  est  clair,  par  ce  qui  précède  ? 

d  A 

qu'il  en  résulte  dans  la  valeur  de  —  ,  une  variation  à  très  -  peu 
près  égale  à 

,       „  {M.  {sin.  }<.cos.  9.cos.  (C — 4-)  —  cos.  y.s'm.  9}  ) 
l  +  <?4-  .siu.>.sm.  9.sm.  (C< — 4)  J 
+i«C.<T«'.  {cos. y. cos.  9-f-sin. >.sin.9.cos. (€—•* 4-)}  } 

le  peu  de  profondeur  du  fluide  permettant  de  regarder  ici  C,  comme 
représentant  encore  le  produit  de  chaque  molécule  de  la  terre,  par 
le  quarré  de  sa  distance  à  l'axe  de  rotation.  Pour  avoir  la  variation 
dA 

entière  de  -y»,  il  faut  ajouter  à  la  variation  précédente  ,  celle  oui 
dt 

résulte  du  mouvement  du  fluide ,  et  que  nous  désignerons  par  a£L; 
OT  on  a  vu  que  la  variation  entière  de  —  - ,  est  égale  à  celle  qu* 

donî 
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donne  l'équation  (p) ,  et  qui  anroit  lieu ,  si  le  fluide  qui  recouvre 
la  terre ,  formoit  une  niasse  solide  avec  elle  ;  on  aura  donc  en  éga- 
lant ces  deux  variations , 

o  —  *nC.  K^9'- ^X'  [sin.^.cos.  fl.cos.^— 4)— cos.^.sin.  8}  ]  /  . 

'  l  +  (\P4'_  «ty; .  sin.  y.àn.4.  sin.  (S— 4)  F  1 9  ' 

+  *C.  {£ri — fn).  {cos.><.cos.9-f-sin.>.sin.fl.cos.('9 — 4)}  +2nlL. 

Les  seuls  termes  de  l'expression  de  a.  £L ,  auxquels  il  faut  avoir 
^ax  qui  sont  proportionnels  au. temps  ,  ou  qui  ren- 
fermant les  sinus  ou  cosinus  d'angles  croissans  avec  beaucoup  de 
lenteur ,  sont  divisés  par  les  coefïiciens  du  temps  ,  dans  ces  angles. 
On  peut  dans  le  calcul  de  ces  termes  ,  n'avoir  point  égard  aux 
variations  du.  mouvement  du  sphéroïde  terrestre  ;  parce  que  l'in- 
fluence de  ces  variations  sur  la  valeur  de  *J>L,  est  par  rapport  à 
ces  variations  elles-mêmes ,  du  même  ordre  que  le  rapport  de  la 
masse  du  fluide,  à  celle  du  sphéroïde.  On  peut  ensuite ,  dans  le 
calcul  des  attractions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer ,  négliger  la 
partie  de  ces  attractions  ,  dont  la  résultante  passe  par  le  centre  du 
sphéroïde,  et  qui  tiendroit  par  conséquent,  la  terre  en  équilibre 
autour  de  ce  centre ,  si  la  mer  venoit  à  se  consolider  ;  car  il  est  clair 

dÂ 

qu'en  vertu  de  cette  force ,  la  variation  de  —  seroit  nulle  dans 

,  dt 

cette  hypothèse ,  et  par  ce  qui  précède ,  l'état  de  fluidité  de  la  mer, 
ne  peut  influer  sur  cette  variation.  Cette  partie  des  attractions  pro- 
duit dans  l'océan ,  les  oscillations  de  la  première  et  de  la  troisième 
espèce,  que  nous  avons  considérées  dans  les  nos.  5 ,  6,  g  etiodu 
quatrième  Livre.  Quant  à  l'autre  partie  des  attractions  lunaire  et 
solaire,  on  a  vu  dans  les  n*9.  7  et  8  du  quatrième  Livre,  qu'elle 
produit  les  oscillations  de  la  seconde  espèce ,  dont  dépend  la  diffé- 
rence des  deux  marées  d'un  même  jour  ;  or  sans  être  en  état  de 
déterminer  ces  oscillations,  pour  toutes  les  hypothèses  de  pro- 
fondeur et  de  densité  de  la  mer,  on  a  vu  cependant  dans  les  n°\ 
cités ,  que  les  expressions  de  ces  oscillations  ne  renferment  ni 
termes  proportionnels  au  temps,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  crois- 
sons très-lentement ,  divisés  par  les  coefïiciens  du  temps  dans  ces 
MicAN.  cél.  Tome  II.  X  x 
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angles;  en  désignant  donc  par  x',y',  z',\es  trois  coordonnées  rec- 
tangles qui  déterminent  la  position  d'une  molécule  fluide  que  nous 
représenterons  par  dm , relativement  au  plan  de  projection;  x',j , 

ainsi  que  ~ ,  %- ,  ~ ,  ne  renfermeront  aucun  terme  sem- 

'  ^-       dt       dt  dt 

•  n  x'dy' — y'dx' 

blable,  et  cela  est  encore  vrai,  de  la  différentielle  —  et 

de  son  intégrale  Sdàt.'(^  ,  étendue  à  toute  la  ma 

■    -i  d/ 

fluide  :  cette  intégrale  représentant  la  partie  de  ~- 

tive  au  fluide,  il  en  résulte  que  sa  variation  a<TZ,  ne  renferme 
aucun  terme  de  la  nature  de  ceux  dont  il  s'agit  ;  on  peut  donc  effa- 
cer 2  afL  de  l'équation  (g) ,  ce  qui  la  réduit  à  celle-ci, 

o  =  n .  (£  V— H) .  {  sin.  y  .  cos.  S .  cos.  (€ —  4 )  —  cos-  >  • sin • 5  ) 
4-7Z.  {S~4-r — ^4}  .sin.>.sin. S.sin.^ — 4-) 
jrç^n'~~S'n).  (cos.  y.  cos.  9  +  sin.  y.  sin.  9.  cos.  (C —  4-)}- 

Cette  équation  ayant  lieu  ,  quels  que  soient  y  et  G;  on  peut  y  sup- 
poser d'abord  £  =  4 ,  et  y  =  9 ,  ce  qui  donne  o  l'équa- 
tion précédente  devient  ainsi , 

o  =     9'_  /  9; .  { sin.  7 .  cos.  Lcos.(£  —  4)  —  cos.  y .  sin.  9 } 
4-  ^4' —  <H ; .  sin.  y.  sin.  9 .  sin.  C <? —  4)- 

En  supposant  y  —  o,  dans  cette  équation,  on  aura  0  =  cT9' — <f9, 
et  par  conséquent  aussi,  o  —  <^4-' — ^4 ;  on  aura  donc, 

d'où  il  suit  que  les  variations  du  mouvement  du  sphéroïde  terrestre 
recouvert  d'un  fluide,  sont  les  mêmes  que  si  la  mer  formoit  une 
masse  solide  avec  la  terre. 

Maintenant,  il  est  facile  d'étendre  la  démonstration  précédente 
au  cas  de  la  nature  ,  dans  lequel  la  figure  de  la  terre  et  la  profon- 
deur de  la  mer  sont  fort  irrégulières ,  et  les  oscillations  des  eaux 
sont  altérées  par  un  grand  nombre  d'obstacles  ;  car  tout  se  réduit  à 
faire  voir  que  a  SL ,  ne  renferme  alors  ni  terme  proportionnel  au 
temps,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  croissais  avec  lenteur ,  divr 
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par  le  coefficient  du  temps  dans  ces  angles;  or  si  l'on  se  rappelle  ce 
que  nous  avons  dit  dans  les  n°s.  i4  et  suivans  du  quatrième  Livre, 
on  voit  que  les  expressions  des  coordonnées  des  moléculesde  l'océan, 
ne  renferment  point  de  termes  semblables  ;  elles  dépendent ,  à  la 
vérité,  des  élémens  de  l'orbite  de  l'astre  attirant,  et  ces  élémens 
croissant  avec  lenteur,  introduisent  dans  les  expressions  de  ces 
<  ordonnées,  des  termes  semblables  ,  mais  sans  être  divisés  par  de 
,tès-petits  coefficiens.  Il  est  donc  généralement  vrai  que  de  quelque 
,,  v  „,.  s  eaux  de  la  mer  réagissent  sur  la  terre,  soit  par 
leur  attraction ,  ou  par  leur  pression ,  ou  par  leur  frottement  et  les 
diverses  résistances  qu'elles  éprouvent  ,  elles  communiquent  à 
l'axe  de  la  terre,  un  mouvement  à  très- peu  égal  à  celui  qu'il  'rece- 
vrait de  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer,  si  elle  venoit  à 
former  une  masse  solide  avec  la  terre. 

Nous  avons  fait  voir  (n°.  8),  que  le  moyen  mouvement  de 
rotation  de  la  terre  est  uniforme,  dans  la  supposition  où  cette 
planète  est  entièrement  solide  ,  et  l'on  vient  de  voir  que  la  fluidité 
de  la  mer  et  de  l'atmosphère  ne  doit  point  altérer  ce  résultat.  Les 
mouvemens  que  la  chaleur  du  soleil  excite  dans  l'atmosphère,  et 
d'où  naissent  les  vents  alisés ,  semblent  devoir  diminuer  la  rotation 
de  la  terre  :  ces  vents  soufflent  entre  les  tropiques ,  d'occident  en 
orient,  et  leur  action  continuelle  sur  la  mer,  sur  les  continens  et 
les  montagnes  qu'ils  rencontrent,  paroît  devoir  affoiblir  insensi- 
blement ce  mouvement  de  rotation.  Mais  le  principe  de  la  conser- 
vation des  aires  ,  nous  montre  que  l'effet  total  de  l'atmosphère  sur 
ce  mouvement ,  doit  être  insensible  ;  car  la  chaleur  solaire  dilatant 
également  l'air  dans  tous  les  sens ,  elle  ne  doit  point  altérer  la 
somme  des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  de  chaque  mo- 
lécule de  la  terre  et  de  l'atmosphère,  et  multipliées  respectivement 
par  leurs  molécules  correspondantes;  ce  qui  exige  que  le  mouve- 
ment de  rotation  ne  soit  point  diminué.  Nous  sommes  donc  assu- 
rés qu'en  même  temps  que  les  vents  alisés  diminuent  ce  mouve- 
ment ,  les  autres  mouvemens  de  l'atmosphère  qui  ont  lieu  au-delà 
des  tropiques,  l'accélèrent  de  la  même  quantité.  On  peut  appliquer 
le  même  raisonnement  aux  tremblemens  de  terre,  et  en  général, 

tout  ce  qui  peut  agiter  la  terre  dans  son  intérieur  et  à  sa  surface. 

XX  2 
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Le  déplacement  de  ses  parties  peut  seul  altérer  ce  mouvement  ;  si, 
par  exemple ,  un  corps  placé  au  pôle ,  étoit  transporté  à  l'équa- 
teur  ;  la  somme  des  aires  devant  toujours  rester  la  même ,  le  mou- 
vement de  rotation  de  la  terre  en  seroit  un  peu  diminué  ;  mais 
pour  que  cela  fût  sensible,  il  faudroit  supposer  de  grands  change- 
mens  dans  la  constitution  de  la  terre. 

l5.  Comparons  maintenant,  la  théorie  précédente,  aux  o 
servations,  et  voyons  les  conséquences  qui  en  ifésnIf.eKt  sut  ' 
constitution  du  globe  terrestre.  Si  dans  l'expression  , 
le 

on  réduit        «cos.  (ft+S) ,  dans  une  série  ordonnée  par  rapport 

aux  puissances  de  tj  on  aura,  en  ne  conservant  que  la  première 
puissance , 

le  „  le  -  , 

s .  — .  cos.  (ft+C)  —  s. -j. cos. £ — 1 1.  z.c.sm.fc. 

Prenons  pour  plan  fixe,  celui  dé  l'écliptique,  au  commencement 
de  i75o,  où  nous  fixerons  l'origine  du  temps  t.  Le  quarré  de  l'in- 
clinaison de  l'écliptique  vraie  sur  ce  plan,  étant  par  le  n°.  5, 
{X.c.s'm.(f  {  +        +  {x.c.cos.(ft  +  C)}%  on  a 

z.csin.       o  ;       S. c. cos. ^ 2=0  ; 

ce  qui  donne,  en  négligeant  le  quarré  de  ft, 

s.— -.cos.fft  4-  C)  =  s.—- .cos.C.  . 
f  J  f 

En  retranchant  ce  terme,  de  A,-  on  aura  l'inclinaison  moyenne  de 

Féquateur  h  l'écliptique  ,  au  commencement  de  1760  :  mais  h 

étant  arbitraire ,  on  peut  supposer  qu'il  exprime  cette  inclinaison 

moyenne,  et  alors  il  faut  augmenter  la  valeur  de  h,  de  2.  —  .  cos.  £, 

dans  les  autres  termes  de  l'expression  de  9  ;  mais  vu  la  petitesse  de 

ces  termes,  on  peut  se  dispenser  de  cette  opération.  On  aura  ainsi, 

Ikc                 „.                Z.tanff.  h     f  m  ,1 

6  —  h-\  -.cos.(f't+e')-\  -.  1  cos.2f  H — 7.A.COS.2P 

la  valetir  de  S'  du  n°.  7  deviendra  , 

Ikc              „              Z.tangJi    f  m 
' r-h-t.J.x.f.sm£J\--— — .cos.ff  £-K jH  7-~r~A  cos.2f+  —  .a.cos.3 
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Enfin ,  les  valeurs  de  4  et  de  4'  des  nos.  6  et  7 ,  deviennent ,  en 
comprenant  dans  /,  tout  ce  qui  multiplie  f  ; 

4  =  lt  \  .  (sin.  2t> +  ^-.*.sin.  2v' \ 

+  cot  3  h  • sin-  ( f'f  +  e')> 

l  f    •  m  •  rl 

--Il — t.  cot.  h.z.cf.  cos. S  .  <sin.  â«M — -.K.sm.iv  \ 

J  <2m.(i  +  h)    [m  J 

a — -—.cot.  2  h.  sin.  (f't+S'). 

Le  terme  — f.  s.  cf. sin.  £  de  l'expression  de  flf,  exprime  la  diminu- 
tion séculaire  actuelle  de  l'obliquité  de  l'écliptique  ;  les  observa- 
tions laissent  encore  de  l'incertitude  sur  cet.  objet.  En  prenant  un 
milieu  entre  leurs  résultats,  on  peut  fixer  cette  diminution  à  1 54",5 
dans  ce  siècle  ;  ainsi  T1  représentant  une  année  julienne,  nous  sup- 
poserons 

T.x.cf.sm.e  =  i°,545. 

Cette  équation  donne  par  la  théorie  des  planètes ,  que  nous  expo- 
serons dans  le  Livre  suivant , 

T.  s .  cf.  cos.£=  o",247o,4. 

Les  observations  donnent  à  très-peu  près  la  précession  annuelle  des 
équinoxes  dans  ce  siècle,  égale  à  i54",65,  partant, 

.  IT—  o",24794.  cot.  h  =  1 54",65. 

L'obliquité  de  l'écliptique  en  1760,  a  été  observée  de  26°,07g63  c'est 
la  valeur  de  h,  d'où  l'on  tire , 

/r=i  55",ao. 

L'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  à  l'écliptique  ,  est  de 
5°, 7  j  88 ,  ce  qui  donne  , 

c'=  tang.5°,7i88; 

PT  est  le  mouvement  sydéral  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire  , 
reudantune  année  julienne,  et  les  observations  donnent 

f'T -21 5o65"; 
innée  sydérale  étant  de  565>,256584,  on  a 
„  4oo°.365i-,25 
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Enfin,  les  observations  donnent  m'  =  m.  0,07480  ,  et  les  observa- 
tions des  marées  nous  ont  donné  dans  le  quatrième  Livre,  *  =  5  ; 
cela  posé ,  les  valeurs  précédentes  de  9 ,  9',  4  et  4',  deviendront 

6  =  26°,07a,6 4- 5i/',o56.cos.  a'+  i",54i  . cos.  2 v  +  o",ioo. cos.  2 v  ; 
6'  =  26°,o7g6-î.i'/,543+5i//,o36.cos.A'+i/'',54i.cos.2*'+o",ioo.cos.2</; 
4  =  i .  1 55",20  —  67", 998 .  sin.  a'  —  3>88 .  sin .  2  v  —  o",23 1 .  sin.  2  *  • 
4'—  U  i54",63  —  57//,998 .  sin.  a'— 5",o88 .  sin. 2  *>— q",a5i .  sin.  2  v'. 

i  étant  le  nombre  des  années  juliennes  écoulées  depuis  le  commen- 
cement de  i75o,  et  a'  étant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  lunaire. 

Si  l'on  nomme  u  l'ascension  droite  d'une  étoile,  et  s,  sa  déclinai- 
son ,  s  étant  négatif,  lorsque  la  déclinaison  est  australe  5  si  l'on 
désigne  ensuite  par  <T9,  <T8',  H,  H',  *v  elS's,  des  variations  très- 
petites  de  9,  9',  4?  4',  »,  «j  on  trouvera  par  les  formules  différen- 
tielles de  la  trigonométrie  sphérique  , 

cT5  =  ^4. sin. 9. cos. «  +  ^9. sin. u  ; 

i.T  r 

«Tu  — <T4.cos.9+<r4.sin.9.tang.5.sin.u_<r9.tang.s.cos.u  —  -—.  x.c/.cos.». 

On  pourra ,  au  moyen  de  ces  formules ,  transporter  les  catalogues 
d'étoiles,  d'une  époque  à  une  autre  peu  éloignée  ;  mais  pour  plus 
d'exactitude,  il  faudra  prendre  pour  9,  u  et  s,  les  valeurs  qui 
correspondent  au  milieu  de  l'intervalle  de  temps  compris  entre  ces 

iX.S.cf.cos.C  .      .  ,  ,      ,  , 

deux  époques.  Le  terme  ~  est,  par  ce  qui  précède,  égal 

à  ï.o",62243  :  ces  valeurs  de  ïs  et  de  S~v  ,  donnent 

fs.  (cos.  fl  +  sin.A  .tang.-t.sin.v}  —  { <fi/+i.  0^62248  }  -sin.  0  .cos.  v 
^  cos.  A  .sin.  u  +  sin.  A  .tang.i 

«T  i.tang.  s. cos.  u  +(<Tu  -ft.o'^a^SJ.sin-u 
^  cos.  ô  .sin.  v  -j-  sin.  0  .tang.s 

Les  variations  observées  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaisor 
des  étoiles  ,  feront  ainsi  connoître  celles  de  9  et  de  4-  C'est  de  cett  ! 
manière  que  Bradley  a  reconnu  l'inégalité  principale  de  9 ,  dés 
gnée  par  le  nom  de  nutation ,  et  qui  dépend  de  la  longitude 
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noeud  de  l'orbite  lunaire.  Ses  observations  lui  ont  donné  27*778, 
pour  le  coefficient  de  cos.  A',  dans  l'expression  de  S  ,•  Maskelyne  , 
par  une  discussion  plus  exacte  encore  ,  des  mêmes  observations  , 
a  trouvé  ce  coefficient  égal  à  ssp/Vôai ,  et  nous  l'avons  trouvé  par  la 
théorie  ,  égal  à  5i",o56  ;  la  petite  différence  est  dans  les  limites  des 
erreurs  des  observations  qui  s'accordent  autant  qu'on  doit  le  sou- 
haiter,  avec  la  loi  de  la  pesanteur  universelle.  On  les  feroit  coin- 
cider  exactement ,  en  diminuant  un  peu  la  valeur  de  que  nous 
avons  supposée  égale  à  5  3  on  pourroit  même  déterminer  cette 
valeur  c  ces  observations  •  mais  les  phénomènes  des  marées  me 
paroissant  la  donner  avec  plus  d'exactitude ,  le  coefficient  dont  nous 
venons  de  parler  ,  doit  très-peu  différer  de  3i",o56. 

Le  mouvement  rétrograde  4  des  équinoxes,  sur  l'éclip tique  fixe, 
est  produit  par  le  mouvement  rétrograde  du  pôle  terrestre ,  sur  un 
cercle  parallèle  à  cette  éclip tique  ;  ce  second  mouvement  est  égal  à 

Ikc       cos.  2  h    .       ,  .  , , 

4.sin.A,  ou  à  lt.sin.7i—  ',,  — — .sm.A  ,  en  ne  conside- 
r  '  (l-\-K)-f    cos.  h 

rant  avec  les  Astronomes ,  que  la  plus  grande  des  inégalités  pério- 
diques de  4.  L'inégalité  /  l'C.      cos-  a',  de  0 ,  indique  dans  le  pôle 

terrestre ,  un  mouvement  dans  le  sens  du  cercle  de  latitude  qui 
passe  par  ce  pôle.  Ces  deux  mouveraens  peuvent  être  représentés 
de  cette  manière.  On  conçoit  le  pôle  de  l'équateur ,  mû  sur  la  cir- 
conférence d'une  petite  ellipse  tangente  à  la  sphère  céleste,  et  dont 
le  centre,  que  l'on  peut  regarder  comme  le  pôle  moyen  de  l'équa- 
teur, décrit  uniformément,  chaque  année,  i55",sio,  du  parallèle  à 
l'écliptique  fixe,  sur  lequel  il  est  situé. Le  grand  axe  de  cette  ellipse, 
toujours  tangent  au  cercle  de  latitude ,  et  dans  le  plan  de  ce  grand 
cercle ,  sous-tend  un  angle  de  62",i  ;  le  grand  axe  est  au  petit  axe  , 
comme  le  cosinus  de  l'obliquité  dq  l'écliptique,  est  au  cosinus  du 
double  de  cette  obliquité  ;  ce  petit  axe  sous-tend  par  conséquent 
un  angle  de  46 ",2.  La  situation  du  vrai  pôle  de  l'équateur  sur  cette 
ellipse ,  se  détermine  ainsi.  On  imagine  sur  le  plan  de  l'ellipse  ,  un 
petit  cercle  qui  a  le  même  centre,  et  dont  le  diamètre  est  égal  à  son 
grand  axe;  on  conçoit  encore ,  un  rayon  de  ce  cercle ,  mû  unifor- 
mément, d'un  mouvement  rétrograde,  de  manière  que  ce  rayon 
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coincide  avec  la  moitié  du  grand  axe,  la  plus  voisine  de  l'éclip- 
tique,  toutes  les  fois  que  le  nœud  moyen  ascendant  de  l'orbe  lunaire 
coincide  avec  l'équinoxe  du  printemps;  enfin  de  l'extrémité  de  ce 
rayon  mobile,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  de 
l'ellipse  ;  le  point  où  cette  perpendiculair  e  coupe  la  circonférence 
de  cette  ellipse ,  est  le  lieu  du  vrai  pôle  de  l'équateur. 

Jusqu'ici  les  Astronomes  n'ont  point  eu  égard  aux  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  nv;  mais  vu  la  précision  des  observations 
modernes,  ces  inégalités  ne  doivent  point  être  négligées, 

1 4.  Reprenons  la  valeur  de  /,  trouvée  dans  le  n°.  o,  et  pour 
plus  d'exactitude ,  conservons  les  quarrés  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites  ;  on  aura , 

^     3m      „         ,   /zC-A-B\    (      »       l,    {a.cos.*7  —  smSy}) 

4«  V      6      /    [(i  —  eaJ'  è'*)}  J 

c  étant  l'excentricité  de  l'orbite  solaire,  e  étant  celle  de  l'orbite 
lunaire ,  et  y  étant  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  h  l'écliptique. 
Les  observations  donnent , 

<?  =  0,016814  ;     e'  =  o,o55o368  ; 

est  le  rapport  du  jour  sydéral  à  l'année  sydérale ,  et  ce  rapport 

est  égal  à  o,oo273o35  ;  on  aura  ainsi, 

IT=ÇC   ç~B^'  {1  +  ^-0,992010}. 75i6",3o. 

On  peut  supposer  sans  erreur  sensible,  par  le  n°.  précédent, 
iT—  ibb",2o;  on  aura  donc,  en  faisant  *-=3.(i  +  C)y 
a  C — A — B  o,oo5ig3s3 
~C~  =i+S.oj748493' 
On  a  à  fort  peu  près,  par  le  n°.  2, 

2  C—A  —  B  zA.(h  —  \i>).S.fa%.da 

Ç  S.pa^.da  * 

il  est  remarquable  que  la  valeur  de  h""  du  même  n0.,  n'entre  point 
dans  cette  équation  ;  d'où  il  suit  que  les  mouvemeus  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité,  sont  les  mêmes  que  si  elle  étoit 
nn  ellipsoïde  de  révolution,  dont  ah  seroit  l'ellipticité,  ^<t?  étant 
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égal  à        la  comparaison  des  deux  expressions  précédentes  de 

2C— A~  B  . 

 ,  donnera 

c 

_             0,0025q66i  .S.p  .a^da 
£tA  =  o3ooi73oH--— —  — — — - —  — . 

On  doit  supposer,  conformément  aux  loix  de  l'hydrostatique,  que 
la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre ,  diminue  du  centre  à 
la  surface,  et  dans  ce  cas,  S.p.a4da  est  plus  petit  que  {. S. p  tfda; 
en  faisant  donc  S  =  o ,  conformément  aux  observations  des  marées, 
la  valeur  de  a  h  sera  moindre  que  o,oo3s88i ,  ou  que  ~.  Si  la 
terre  est  elliptique,  a  h  exprime  son  ellipticité;  on  ne  peut  donc 
pas  supposer  cette  ellipticité  plus  grande  que  Cette  fraction,  et 
celle-ci  ~j,  sont  les  limites  de  cette  ellipticité,  qui  résultent  des 
phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre. 

On  a  vu  dans  le  troisième  Livre  , que  a  A  =  { <*  ç> ,  dans  l'hypothèse 
de  l'homogénéité  de  la  terre  ;  ce  qui  donne  en  vertu  de  l'équation 
précédente,  5 S  égal  à  fort  peu  près  à  —  f  et  par  conséquent ,  a  =  Z, 
Cette  valeur  est  trop  éloignée  de  satisfaire  aux  phénomènes  des 
marées  ,  pour  pouvoir  être  admise.  Dans  ce  cas ,  la  nutation  ne 
seroit  que  |  de  la  précédente,  et  par  conséquent  de  îz4",i  ,  ce  qui 
diffère  trop  des  observations  astronomiques ,  pour  être  admis  ;  ainsi, 
ces  observations  et  celles  des  marées  concourent  à  faire  rejeter 
l'hypothèse  de  la  terre  homogène.  Déjà,  les  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes ,  nous  ont  conduits  à  ce  résultat ,  dans 
le  troisième  Livre  telles  nous  ont  donné,  au  plus  ,  pour  la  valeur 
de  a.  h.  Cette  fraction  étant  moindre  que  ;  on  voit  que  les  obser- 
vations de  la  longueur  du  pendule,  se  concilient  très-bien,  avec 
celles  de  la  nutation  et  de  la  précession  ,  et  avec  les  observations 
des  marées. 

Pour  mieux  saisir  l'ensemble  des  phénomènes  qui  tiennent  à  la 
figure  de  la  terre,  et  leur  accord  avec  le  principe  de  la  pesanteur 
universelle  ;  rappelons  les  divers  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  sur  la  nature  des  rayons  terrestres. 

L'expression  du  rayon  d'un  sphéroïde  quelconque  très-peu  dif- 
"-rent  d'une  sphère ,  peut  être  mise  sous  cette  forme , 

MÉCAN.  cÊh.  Tome  II.  Y  y 
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Si  l'on  fixe  relativement  à  la  terre ,  l'origine  de  ce  rayon ,  au  centre 
de  gravité  de  la  planète  •  on  a  vu  dans  le  n°.  3i  du  troisième  Livre , 
que  les  conditions  de  l'équilibre  de  la  mer,  donnent  Z(')  =  o;  ce 
qui  réduit  l'expression  du  rayon  terrestre ,  à  cette  forme, 

L'état  permanent  de  l'équilibre  de  la  mer,  exige  que  l'axe  de  rota- 
tion de  la  terre ,  soit  un  de  ses  axes  principaux,  et  pour  cela ,  il  faut 
par  le  n°.  3a  dxi  troisième  Livre,  que  Y W  soit  de  cette  forme  , 

—  h .  (is—  |;  +  h"" .  ^1— eos.  a  «  } 

h  et  h"" ,  étant  deux  constantes  arbitraires  que  l'observation  seule 
peut  déterminer,  et  qui  dépendent  de  la  constitution  du  globe 
terrestre. 

Ces  résultats  sont  les  seuls  que  fournit  l'état  permanent  de  l'équi- 
libre de  la  terre  ;  ils  sont  communs  à  tous  les  corps  célestes  que 
recouvre  un  fluide  en  équilibre.  Les  observations  sur  la  longueur 
du  pendule  à  secondes ,  ont  donné  de  nouvelles  lumières  sur  la 
nature  du  rayon  terrestre  :  elles  nous  ont  appris  que  la  constante  h 
est  à  fort  peu  près  égale  à  —  0,002978 ,  par  le  n°.  42  du  troisième 
Livre  ;  que  la  constante  h""  est  insensible  relativement  à  h  ;  que  la 
quantité  IfW  +  7W+  &c.  est  pareillement,  très-petite  relative- 
ment à  Y^~>  ■  qu'il  en  est  de  même,  de  la  première  différence  de  cette 
quantité,  par  rapport  à  celle  de  F«*>j  et  qu'ainsi  l'on  peut,  dans  le 
calcul  du  rayon  terrestre  et  de  sa  première  différence ,  lui  supposer 
sans  erreur  sensible ,  cette  forme  , 

1  —  0,003978 . 01  —  \). 
Les  mesures  des  degrés  des  méridiens  font  voir  que  cette  supposition 
ne  doit  pas  s'étendre  jusqu'aux  secondes  différences  du  rayon  ter- 
restre ,  et  que  la  fonction  Y^  +  YW  +  &c.  acquiert  par  une  seconde 
différentiation  ,  une  valeur  sensible. 

Le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation 
de  l'axe  terrestre ,  ne  dépend ,  comme  on  l'a  vu ,  que  de  Y  W .  {[ 
ne  détermine  pas  la  valeur  de  h,  mais  il  donne  les  limites  entre 
lesquelles  cette  valeur  est  comprise:  ces  limites  sont       et  jy^;  1 
valeur  précédente  qui  résulte  des  observations  sur  la  pesanteur , 
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tombe  dans  ces  limites  ;  elle  indique  de  plus ,  une  diminution  dans 
Ja  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre ,  depuis  le  centrejusqu'à 
la  surface,  sans  nous  instruire  cependant,  de  la  véritable  loi  de 
cette  diminution  dont  l'existence  est  prouvée  d'ailleurs ,  soit  par  la 
stabilité  de  l'équilibre  des  mers ,  soit  par  le  peu  d'action  des  mon- 
tagnes sur  le  fil  à  plomb  ,  soit  enfin,  par  les  principes  de  l'hydros- 
tatique ,  qui  exigent  que  si  la  terre  a  été  primitivement  fluide,  les 
parties  voisines  du  centre  ,  soient  en  même  temps ,  les  plus  denses. 

Ainsi,  chaque  phénomène  dépendant  de  la  figure  de  .la  terre, 
nous  éclaire  sur  la  nature  du  rayon  terrestre,  et  l'on  voit  qu'ils 
sont  tous ,  parfaitement  d'accord  entr'eux.  Ils  ne  suffisent  pas ,  à  la 
vérité,  pour  nous  faire  connoître  la  constitution  intérieure  de  la 
terre  ;  mais  ils  indiquent  l'hypothèse  la  plus  vraisemblable ,  celle 
d'une  densité  décroissante  du  centre  à  la  surface.  La  pesanteur 
universelle  est  donc  la  vraie  cause  de  ces  phénomènes  ;  et  si  elle  ne 
s'y  manifeste  pas  d'une  manière  aussi  précise ,  que  dans  les  mouve- 
mens  planétaires  ;  cela  vient  de  ce  que  les  inégalités  de  la  force 
attractive  des  planètes ,  qui  tiennent  aux  petites  irrégularités  de 
leur  surface  ou  de  leur  intérieur ,  disparaissent  à  de  grandes  dis- 
tances ,  et  ne  laissent  «ppercevoir  que  le  simple  phénomène  de  la 
tendance  mutuelle  de  ces  corps ,  vers  leurs  centres  de  gravité. 

L'hypothèse  de  Bouguer,  que  nous  avons  examinée  dans  le  n°.  55 
du  troisième  Livre,  donne  a  h  =  0,0054717 ,  ou^ ,  ce  qui  s'éloigne 
trop  delà  limite  — ,  pour  être  admissible ■  ainsi  les  phénomènes  de 
la  précession  et  de  la  nutation  concourent  avec  les  observations  du 
pendule,  à  faire  rejeter  cette  hypothèse. 


Yy  a 
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CHAPITRE  II. 

Des  moupemens  de  la  lune ,  autour  de  son  centre  de  gravité. 

1 5.  L  A  lune ,  en  tournant  autour  de  la  terre ,  nous  présente  tou- 
jours à  fort  peu  près ,  la  même  face  ;  ce  qui  prouve  que  son  moyen 
mouvement  de  rotation ,  est  exactement  égal  à  son  moyen  mouve- 
ment de  révolution ,  et  que  son  axe  de  rotation  est  presque  perpen- 
diculaire au  plan  de  l'écliptique.  Les  observations  du  mouvement 
des  taches  de  la  lune ,  conduisirent  Dominique  Cassini ,  à  ce  résultat 
remarquable ,  savoir  que  Yéquateur  lunaire  est  incliné  d'environ 
278'  au  plan  de  l'écliptique ,  et  que  le  nœud  descendant  de  cetéqua- 
teur ,  coïncide  constamment  avec  le  nœud  ascendant  de  l'orbite 
lunaire.  Tobie  Mayer  a  confirmé  depuis ,  ce  résultat ,  par  un  grand 
nombre  d'observations  qu'il  a  faites  lui-même  vers  le  milieu  de  ce 
siècle ,  et  qu'il  a  discutées  avec  tout  le  soin  possible  :  seulement ,  il 
a  trouvé  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  à  l'écliptique ,  moindre 
que  Cassini  ne  l'avoit  supposée ,  et  de  i65'  ;  et  pour  détruire  le 
soupçon  que  cette  inclinaison  a  pu  diminuer  depuis  le  temps  de  ce 
grand  astronome ,  il  assure  avoir  reconnu  par  les  observations  de 
ce  temps  ,  qu'elle  étoit  la  même  alors,  qu'aujourd'hui ,  c'est-à-dire, 
de  i65'.  Voyons  maintenant  ce  qui  doit  résulter  à  cet  égard ,  de 
l'action  de  la  terre  et  du  soleil ,  sur  le  sphéroïde  lunaire. 

1 6.  Considérons  d'abord  l'action  de  la  terre ,  et  reprenons  pour 
cela ,  les  équations  (  G)  du  n°.  4  qui  s'appliquent  évidemment  à  la 
lune,  en  observant  qu'alors  L  représente  la  terre,  r  son  rayon 
vecteur  mené  du  centre  de  la  lune ,  supposé  immobile ,  et  que 
X,  Y,  Z  sont  les  trois  coordonnées  de  la  terre,  rapportées  a  v 
écliptique  fixe  passant  par  le  centre  de  la  lune.  L'angle  ô  è* 
petit,  nous  négligerons  son  carré  et  son  produit  pa      y  ..ous 
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négligerons  pareillement ,  le  produit  \  rÇ  >  *  cause  de  la  pe- 
titesse des  trois  facteurs  retq:  les  équations  (G)  devien- 
dront ainsi, 

dp  =  |^7^=dY  {  fy—  X9 .  sin.  2  ?  +  2  If.  cos.  2  ?  }  ; 

J  j-fC~B\       is     3Ut  /C-S\  C{Y\B+-YZ}.co8.9  ) 

d?+{-ir)'rP  dt  =  ^-V^y-  [-{xrj+iz}  .sin., 

,   ,  /A-C\        -,     3Ldt  (A-C\  (  {XYJ  +  XZ\.cos.<p  ) 

Si  l'on  nomme  ,  le  mouvement  vrai  en  longitude ,  de  la  terre  vue 
de  la  lune ,  ce  mouvement  étant  rapporté  au  nœud  descendant  de 
l'équateur  lunaire  ;  on  aura ,  en  négligeant  le  quarré  de  l'inclinaison 
de  l'orbite  lunaire  à  l'écliptique, 

X=  rr  cos.  v  ;       Y=  r/ .  sin.  v  ; 

la  première  des  équations  (  G'  )  devient  ainsi  , 

ZL.dt  /B-A\  . 
dP=^TT-\—  )'sm-  (zv  —  zp): 

Pour  intégrer  cette  équation;  nous  observerons  que  si  l'on  désigne 
par  m ,  la  vitesse  moyenne  angulaire  de  la  terre,  autour  de  la  lune; 
son  moyen  mouvement  sera  fmdt,  et  l'on  aura 
v—fmdt+-\.-\-H.sm..n-ir  &c.  ; 

J3".sin.n-j-&c. ,  exprimant  les  inégalités  de  v ,  ordonnées  par  rap- 
port au  moyen  mouvement.  Soit 

»  sss  9  —  4  — fmdt  ; 

on  aura 

2P — 29  =  — 2 «+2iï'.sin. n-f  &c.  ; 

et  par  conséquent , 

sin. (2v  —  2  <?)  — — sin. 2 u  —  zH. cos.  2 u. sin. n  —  &c.  5 
>i  l'on  néglige  le  quarré  de  9 ,  on  a  par  le  n°.  4 , 

di>  —.  d^, 
P^-dï-1 
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partant, 

dp      ddu  dm 

dt       dt*      dt  ' 

la  première  des  équations  (G')  prendra  donc  cette  forme, 

ddu    dm         3L  /B—A\    .          3L  (B—À\  Tr  .  e 

-r-+-r-=  ;.{  — —  .sm.2z^  -.  — — -  .ii.cos.aw.sin.n  —  &c. 

Les  observations  nous  ayant  fait  connoître  que  le  moyen  mouve- 
ment de  rotation  de  la  lune  est  égal  à  son  moyen  mouvement  de 
révolution  autour  de  la  terre,  l'angle  u  est  toujours  fort  petit,  en 
sorte  que  l'on  peut  supposer  sin.  a«=2î/,  et  cos.  ^u  —  i;  on  a 

L 

d'ailleurs  à  fort  peu  près ,  —  —  m"  ;  on  aura  donc, 

ddu    „       (B-A\  dm      „       (B-A\   „  . 

— +5m'.  —  \.u  —  ;  3m\[  — —  j.ZT.sm.n  — &c. 

dt%  Ve/  dt  \  c  / 

La  valeur  de  -~  dépend  de  l'équation  séculaire  de  la  lune,  et  nous 

verrons  dans  la  théorie  de  la  lune ,  que  si  m't  est  le  moyen  mouve- 
ment sydéral  du  soleil ,  et  e'  l'excentricité  de  son  orbite ,  on  a 

dm       3  m'3  .e'  .de' 

dt  mdt  ' 

on  aura  donc  à  très-peu  près,  en  intégrant  l'équation  précédente, 

,  t  i  .  ,    m"'.d°-.!e  .dé) 

et  en  négligeant  la  quantité 


nv'.dt 


,  .  ,  de' 


u=  Q.sin.  ^rnt.  \/ \.  J  — 


(B-A\  H.smM  


'•(*-?) 


f-  &c.  ; 


Q  et  F  étant  deux  constantes  arbitraires.  Examinons  les  consé 
quences  qui  résultent  de  cette  intégrale. 


,    ,  de' 
m  e  .  — r- 
dt 


Nous  observerons  d'abord  que  le  terme  7b—A\  ^e  CP* 


m3 


(B-A\ 


Pr-x^.iERE  PARTIE,  LIVRE  V.  55g 
tégrale ,  est  insensible  ,  quoique  divisé  par  la  petite  fraction      -  ; 

vu  l'excessive  lenteur  avec  laquelle  l'excentricité  e  varie  ;  on  peut 
donc  négliger  ce  terme.  Tous  les  autres  termes  de  l'expression  de  u 
varient  d'une  manière  beaucoup  plus  rapide  3  mais  cette  expression 
reste  toujours  fort  petite ,  si  Q  est  un  petit  coefficient.  Présente- 
ment ,  l'équation 

dp      ddu  dm 
dt      dt*  +  dt  ' 

donne, 

fpclt  =  u-\- fmdt  ; 

fpdt  est  par  le  n°.  8,  le  mouvement  de  rotation  de  la  lune  autour 
de  son  troisième  axe  principal  ;  on  voit  donc  que  les  deux  moyens 
mouvemens  de  rotation  et  de  révolution  de  cet  astre  ,  sont  parfai- 
tement égaux  entr'eux ,  et  que  Faction  de  la  terre  sur  le  sphéroïde 
lunaire,  fait  participer  le  premier  de  ces  deux  mouvemens,  aux 
inégalités  séculaires  du  second.  Il  n'est  point  nécessaire  pour  cette 
égalité  parfaite,  qu'à  l'origine ,  les  deux  mouvemens  de  rotation  et 
de  révolution  aient  été  égaux ,  ce  qui  seroit  infiniment  peu  vrai- 
semblable; il  suffit  qu'à  cette  origine  où  nous  supposons  t  =  o,  la 
vitesse  p  de  rotation  de  la  lune  ait  été  comprise  dans  les  limites 


■& 


c. 


limites  dont  l'étendue  est  arbitraire,  à  cause  de  l'arbitraire  Q. 
Cette  étendue  est,  à  la  vérité,  fort  petite,  à  raison  de  la  petitesse 

de  Q  et  de  (B  Aî  .  majs  e^e  suffit  pOUr  faire  disparoître 

l'invraisemblance  qu'il  y  a ,  à  supposer  qu'à  l'origine ,  les  mouve- 
lens  ont  été  tels ,  que  dans  la  suite ,  le  moyen  mouvement  de 
tatiôn  de  la  lune  ,  a  constamment  égalé  son  mouvement  moyen 
révolution. 

La  valeur  de  u  exprime  la  libration  réelle  de  la  lune ,  en  lon- 
^de  ,  libration  qui  n'est  que  l'excès  de  son  mouvement  réel 
">n  sur  son  moyen  mouvement.  Cette  valeur  renferme 
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56o 

d'abord  l'argument  Q.sin.^mt.  +F\  dûntl'éte»due 

est  arbitraire  ;  mais  les  observations  ne  l'ayant  point  fait  recon- 

noître ,  il  doit  être  peu  considérable.  Il  en  résulte  que  J/'' — ^— — - 

est  un  nombre  réel  ;  car  s'il  étoit  imaginaire ,  l'argument  précédent 
se  changerait  en  exponentielles  ou  en  arcs  de  cercle ,  qui  croissant 
indéfiniment  avec  le  temps  ,  pourroient  augmenter  indéfiniment  la 
valeur  de  u ,  ce  qui  est  contraire  aux  observations.  A  la  vérité , 
si  B  — étant  négatif,  Q  étoit  nul ,  il  n'y  aurait  dans  l'expression 
de  u ,  ni  arcs  de  cercles ,  ni  exponentielles  ;  mais  la  plus  légère  cause 
pourroit  les  y  introduire  ;  ce  seroit  le  cas  d'un  état  d'équilibre  sans 
stabilité ,  ce  qui  ne  peut  être  admis.  B  —  A  est  donc  une  quantité 
positive ,  c'est-à-dire  que  le  moment  d'inertie  A  de  la  lune ,  est  plus 
petit  que  le  moment  d'inertie  B.  Le  premier  de  ces  momens ,  est 
relatif  à  l'axe  principal  de  l'équateur ,  dirigé  vers  la  terre;  car  il  se 
rapporte  au  premier  axe  principal  qui  forme  l'angle  ç  avec  la  ligne 
des  équinoxes  lunaires  ,  tandis  que  le  rayon  même  du  centre  de  la 
lune  à  celui  de  la  terre ,  forme  l'angle  v  avec  cette  même  ligne  : 
or  <p  —  v  est  toujours  par  ce  qui  précède,  un  petit  angle;  ainsi  le 
premier  axe  principal  du  sphéroïde  lunaire  est  toujours  à-peu-près 
dirigé  vers  la  terre.  L'équateur  lunaire  étant  alongé  dans  ce  sens,  en 
vertu  de  l'attraction  terrestre  ;  le  moment  d'inertie  A.  doit  être 
moindre  que  le  moment  d'inertie  B  relatif  au  second  axe  principal 
situé  dans  l'équateur. 

La  durée  de  la  période  de  l'argument  précédent ,  est  égale  à  un 

mois  sydéral ,  divisé  par  le  coefficient  \/  5  ^B  ^  ;  ce  coefficient 
étant  inconnu ,  il  est  impossible  d'assigner  cette  durée.  Nous  verrons 
bientôt  que  dans  le  cas  où  la  lune  seroit  homogène,  cette  durée 
n'excéderoit  pas  sept  années;  et  que  dans  le  cas  de  la  nature,  la 
différence  des  momens  d'inertie  de  la  lune,  par  rapport  à  ses  troi 
axes  principaux ,  est  probablement  plus  grande  que  dans  le  cas  < 
l'homogénéité.  Cette  remarque  nous  montre  combien  le  tern 

,  que  nous  avons  négligé  ci-dessus,  est  insensible 


m 


■m 


dt 


o 
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Parmi  les  termes  de  l'expression  de  u,  il  n'y  a  de  sensibles ,  que 
celui  qui  dépend  de  l'équation  du  centre  de  la  lune ,  à  raison  de  sa 
grandeur,  et  les  termes  qui  ont  un  très-petit  diviseur ,  et  dans  les- 

i  V ,  dn 

quels,  par  conséquent,  —  est  très-petit,  iï.sin.n-f  &c. ,  est  la 

somme  des  termes  périodiques  du  mouvement  vrai  de  la  lune; 
et  en  supposant  que  H.s'm.  n  ,  exprime  l'équation  du  centre,  on  a 
U~  nooo5  "  ;  n  étant  ici  l'anomalie  moyenne  de  la  lune,  on  a 

\~dt)  =OT*'°j983l7j  011  aura  donc,  dans  l'expression  de  u,  le 
ternie 

_  fB-A\  r,  . 

D.I—^-l.70005  .sm.n 

0,98017  — 5. 

Si  ce  terme  s'élevoit  à  un  nombre  i  de  secondes  ,  011  auroit 

B— A  £.0,32772 
C        f+ 70005"* 

Puisque  l'observation  n'a  point  fait  reconnoître  le  terme  dont  il 

^  ^ 

s'agit ,  le  nombre  i  ne  doit  pas  excéder  ±6000",  et  alors   ■  doit 

être  au-dessous  de  0,0007^1. 

Parmi  les  termes  de  l'expression  de  u ,  qui  ont  de  très-petits 
diviseurs ,  on  ne  voit  que  l'équation  annuelle  qui  puisse  produire 
un  terme  sensible  dans  l'expression  de  u  ;  cette  équation  est  égale 
à  2o64".  sin.  n ,  n  étant  ici  l'anomalie  moyenne  du  soleil  ;  on  a  de 

dn  /dn\* 
plus,  —  =  to. 0,0748,  et  par  conséquent,^— j  =  wz\o,oo55g5  j 

on  aura  donc ,  dans  l'exp  cession  de  u ,  l'argument 


2o6i/''.  sin.  n 


OjOooôgo  — -  3.  (  -£—  J 

cet  argument  s'élevoit  au  nombre  i  de  secondes ,  on  auroit 

B—A     i.  0,001 865 
~~C~  ~  1+2064"  » 
Mkcan.  cbu  Tome  II,  Zz 


56*  MÉCANIQUE  CELESTE, 

Cet  argument  doit  être  peu  considérable ,  puisqu'il  n'a  point  été 
reconnu  par  l'observation  ;  nous  supposerons  ainsi  que  i  n'excède 

B—A 

pas  =fc6ooo".  Dans  le  cas  de  i  positif ,  les  deux  limites  de  -g—  sont 

o,  et  0,0015876  :  ces  limites  sont  o,oo2845o  et  00 ,  dans  le  cas  de  i 

B—A 

négatif;  et  l'on  vient  de  voir  que  —— nepeutpas  excéder 0,050721. 

B—A 

Mais  il  est  très- vraisemblable  que— -est  au- dessous  deo,ooa845o, 
et  qu'ainsi  i  est  positif. 

17.  Considérons  maintenant,  la  seconde  et  la  troisième  des 
équations  (G')  du  n°.  précédent.  L'inclinaison  9  de  l'équateur 
lunaire  à  l'écliptique  fixe ,  étant  supposée  très-petite;  nous  trans- 
formerons les  variables  q  et  r,  en  d'autres  qui  rendront  l'intégra- 
tion 'plus  facile  ,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  pour  un  cas  sem- 
blable ,  dans  le  n°.  5o  du  premier  Livre  ;  nous  ferons  donc , 
8 .  sin.  <p  —  s.  i       9  ..cos..  $  —  s'; 

ce  qui  donne 

ds      dê     .  dp 

—  =  —  .sin.ffl-f-9.— .cos.  a  ; 
dt     dt  dt 

ds'      dê  .  dp  . 

— =  — .cos.» — 8.— .sin.». 

dt      dt  dt 

Mais  si  l'on  néglige  le  quarré  de  S ,  on  a  par  le  n°.  4, 
d» 

—  =  r.  sm.  ? —  q .  cos.  p  ; 

dt 


on  aura  donc , 


d'où  l'on  tire , 


S.—  =  fl.p-f^.sm.ç  +  r.cos^  ; 


ds         ,  ds' 


dr 

Jt' 
dq 
dt 


dds 
dt* 

P' 

ds' 
dt 

dt 

dds' 

+P- 

ds 

dp 

+  S  .  ~ 

dt 

dt* 

dt 
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En  substituant  ces  valeurs  de  %  et  de  —  —  ,  dans  les  deux  der- 

cit  dt 

nières  des  équations  (  G'  )  ;  et  observant  que  l'on  peut  supposer 
p  —  m,  dans  les  produits  dep  et  de  sa  différentielle,  par  les  varia- 
bles très-petites  s,  s',  et  par  leurs  différences  ;  on  aura 

^*Uï^).mr+^î B^\{(YMYZ).coS.,-(XYMXZ).Sm.,)  ; 
Jt1       dt     \  A  )  r- 8  \  A  J 

î*         ' ={^ymq+!L.{±^y  {(XYJ+XZ)xaB.H(Y'6+YZ).sm.ç} . 
Maintenant ,  on  a 


ds  .  ds' 

r  —  -  m  s  :       q  =  ;  m  s  / 

dt  '       2  dt  ' 

on  a  ensuite , 

X  =  rt .  cos.  v  ;       Y=  rl .  sin.  v  ; 
de  plus  ,v  —  ?  est  toujours ,  par  ce  qui  précède ,  un  très-petit  angle, 
de  manière  que  l'on  peut,  négliger  son  produit  par  les  quantités  9 
et  Z  ;  les  équations  différentielles  précédentes  deviendront  ainsi , 

L 

en  y  substituant  m%  au  lieu  de  — , 


'     /A+B-C\       ds        ,  /E-C\  , 

-  +  (~A—}m'd-m\—)'S==0> 


dds 
dt 
dds 
~d~F 

—  est  la  latitude  de  la  terre  vue  de  la  lune ,  au-dessus  du  plan  fixe , 
rt 

latitude  qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  la  lune  vue  de 
la  terre  ;  on  aura  donc  par  le  n°.  5, 

—  —  c' .  sin. (m  t + g't + S')  +  S .  c . sin.  (mt— gt—C)  ; 

mt  étant  la  longitude  moyenne  de  la  terre  ,  vue  de  la  lune ,  relati- 
vement à  un  équinoxe  fixe ,  et  —g't—C,  étant  ici ,  par  rapport  au 
même  équinoxe,  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  lunaire 

SUT 

-    l'écliptique  mobile.  La  l'onction  z.e. cQg' .(gt+S)  dépend  du 

Zz  3 


364  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

déplacement  de  J'écliptique  mobile ,  et  le  coefficient  g  est  extrê- 
mement petit  relativement  à  m  et  à  g.  Soient  donc 

s  =  Q.Hm.(mt+g't  +  C)  ; 

s'=  Q'.cos.(mt+g't+C')  ; 

les  parties  de  s  et  de  s\  correspondantes  au  terme  é .  sin.fm*  i-g't+C), 

de  l'expression  de  —  y  on  aura 

q,  _  m.(m  +  g').(A  +  B-Ç).Q  ^ 
~(m  +  gX-.A  +  m*.(B-C)  ' 

et  si  1  on  suppose  , 

E  =  m  * .  (m  -t-  g'  y .  {      +  B — C>  —  4  ^ .  (^t—  C)  —  B .  (  B — C)  } 

—  <>  +VJ  ' •  ^ — 4 m*,  (ui— C).  (B—  C)  ; 
on  aura 

_      5m'-.(A—C).c'  , 

r 

Si  l'on  néglige  le  quarré  de  ~  et  son  produit  par  ^4 —  C,  B —  C, 

et  — -S  ,  dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  expres- 
sion de  Q;  on  aura 

_  3m. (A — C).c' 

~      3m. (A  —  C)  +  sAg  ' 

on  aura  ensuite ,  en  regardant  g  comme  très-petit ,  Q'=Q. 

Il  suit  de  làqueles  valeurs  de  s  et  de  5'  correspondantes  à  la  valeur 
,  Z 

de  — ,  sont ,  en  observant  que  g  est  insensible  relativement  à 


om 


3m.(A—C).c'.sin.(mt+g't  +  e') 

s  —  *  71 — ^r~,  s.c.sin.  (mt—g-t  —  C)  ; 

3m.  (A — C)  +  zAg  K  6  y  3 

 3m. (A—  C).ç'  .cos.  (mt  +  rft+C) 

S  ~  ~zl^I^c)~+^Aë'  —Z.c.cos.(mt—gt—C), 

Ces  deux  valeurs  de  5  et  de  s'  ne  sont  pas  complètes  ;  il  faut  encore 
leur  ajouter  celles  qui  auroient  lieu  dans  le  cas  où  Z  seroit  nul  ;  or 
il  est  ais  ;  de  voir  que  si  l'on  nomme  /  et  /'  les  deux  valeurs  positive  " 
de  m  +  g  ,  dans  l'équation  E  =  o ,  on  aura  à  très-peu  prè= 
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s  =  P.sk  (lt+I)  +  P'.s\n.  (l't-k-I1)  ; 

P.  COS.  (lt+  I)  +  2  P'.  COS.  f /'*  +  /';. 

#"~m  - "■•V~ï*j! *   a  

P  ,  P' ,  1  et  T  étant  quatre  constantes  arbitraires.  En  réunissant  ces 
valeurs  de  s  et  de  aux  précédentes  ;  on  aura  les  valeurs  complètes 
de  ces  variables. 

Afin  que  ces  valeurs  n'augmentent  point  indéfiniment,  et  pour 
que  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  à  Pécliptique,  soit  toujours 
à-peu-près  constante ,  conformément  aux  observations  ;  il  est  néces- 
saire que  le  produit  ( A—  C).(B~  C)  soit  positif;  c'est  en  effet , 
ce  qui  a  lieu  dans  la  nature;  car  le  moment  d'inertie  Cde  la  lune, 
par  rapport  à  son  troisième  axe  principal  autour  duquel  elle 
tourne,  est  plus  grand  que  les  momens  d'inertie  AeïB,  relatifs  à 
ses  deux  autres  axes  principaux  ;  puisque  la  lune  doit  être  plus 
applatie  dans  le  sens  de  ses  pôles  de  rotation,  que  dans  tout  autre 
sens. 

Pour  rapporter  les  variables  s  et  s'  à  Pécliptique  mobile  ;  nom- 
mons 9/?  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire,  sur  cette  écliptique , 
et  ,  la  distance  angulaire  du  premier  axe  principal ,  au  nœud  des- 
cendant de  l'équateur  lunaire  relativement  à  la  même  écliptique;  il 
est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

9,.sin.  ft — s.ff.sin.  (gt+C)  =  fl.sin.  p  ; 
fly.cos.  9t — X.c.cos.(gt         ==  9  ..COS.  p; 
en  faisant  donc  *  =  8y.sin.  ?,  ;  s'  =  9,.  cos.  pt  ;  on  aura 

~-P.Sin.(m-I)  f P'.sin .(l't+ 1')- Sm-(A-V ■ c' ■  ^-(^±s!+£2  . 

Sm.tA-Q+zA.g'  > 

PWf/*+  n-u,  P'  i  SE*.  ^  rftJÇ.  r  )  3m.(A-C).c'.cos.rmt+l(>t+?) 

B-C  '  3m.(A-C)+aA.g 

voit  ainsi  que  le  mouvement  de  l'équateur  lunaire ,  sur  Péclip  - 
i-,  ou  mobile,  est  indépendant  du  mouvement  de  cette 
-  s^rte  que  l'inclinaison  moyenne  de  cet  équatcur  sur 


tang.p, 
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l'écliptique  vraie,  reste  toujours  la  même ,  malgré  le  déplacement 
de  cette  écliptique  •  l'attraction  de  la  terre  sur  le  sphéroïde  lunaire , 
ramenant  sans  cesse ,  l'équateur  de  ce  sphéroïde ,  au  même  degré 
d'inclinaison. 

Les  deux  valeurs  de  s/  et  de  s' donnent 

Vom.(.A  —  C).c  . sin. (m t+gft+  ?)  \ 
_\  —  {*>m.(A—C)-{-z^lg'}  .  { P . sin.  (It  +  j;  +  P' . sin.  (l't+I') }  j 
~  (  5 m .       —  C) .  c  .  cos.  (m  t+g't  +  S' ) 

(-{3m.(^!-Ch-2^g}.[p.cos.(lt+I)+-2P'.  \/ ~.cos.(ït-\-ï)} 

Supposons  d'abord  P  et  P'  nuls  ;  on  aura 

tan  g.  p,  =  tang.  (m  l-hg't+  S')  ; 
ce  qui  donne  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  valeurs  de  <pf , 

<P,  =  m  t  +  g't+Sr  ; 

<?,  =T  +  rnt±g't+£r  ; 

v  étant  la  demi-circonférence ,  ou  égal  à  deux  angles  droits.  Pour 
déterminer  laquelle  de  ces  deux  valeurs,  a  lieu  dans  la  nature  ;  nous 
observerons  que  — g  t —  C  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  lunaire  sur  l'écliptique  vraie  ,  et  les  observations  nous 
apprennent  que  cette  longitude  est  la  même  que  celle  du  nœud 
descendant  de  cet  équateur ,  sur  cette  écliptique  ;  or  le  mouvement 
de  rotation  de  la  lune  étant  égal  à  son  moyen  mouvement  de  révo- 
lution ,  et  son  premier  axe  principal  étant  toujours ,  à-peu-près 
dirigé  vers  la  terre ,  on  a  plus  la  longitude  du  nœud  descendant 
de  l'équateur  lunaire ,  égal  à  m  t;  on  a  donc 

P,  —  mt+g't+S'. 

Ainsi  la  première  des  deux  valeurs  de  <p/ ,  doit  seule  être  admise  j  . 
l'équation  s,  =  9,. sin. <pt  donnera  par  conséquent 

3m.  (C — A).c 

6  =  

'    aAg—3m.(C—A)  ' 

d'où  l'on  tire 

A        3m.(c'-{-  }J  .  . 
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Mayer  a  trouvé  par  ses  observations ,  9y  =  i65'  ;  on  a  de  plus 
c  =  tang.  5°,7i88  ;       et  g'  =  m.  o,oo4oig  ; 

partant 

C-A  . 

—  =  0,000599. 

Les  résultats  précédens  n'ont  lieu  que  dans  le  cas  où  les  arbitraires 
P  et  P'  sont  nulles  ;  examinons  le  cas  dans  lequel  ces  constantes , 
sans  être  nulles ,  sont  très-petites.  On  a  généralement 

tang.?,—  tang.  (mt  +g't  +  C) 
tang.  O  —  mt—gt-C)=  -  +  tang,?/.tangYmi  +     +  e.}  i 

en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  ,  au  lieu  de 
tang.  P, ,  sa  valeur  complète ,  et  faisant  pour  abréger 

— Zm.(C  —  A).c' 
Q  =  2Ag'-3m.(C—  A)'' 

on  aura 

'P.sin.  (mt+gt+C—lt—I) 

^g.(frmP-^)=YQ^F.coa.(mt+g't+C'-lt-rj 

\/AËZc+->  }-cos.(mt+g't+e'-l't-Iy 
'-P'.  {  \/^c-^.cos.(mt+g't+e'+l't+I'y 

l'angle  pt — mt —  g'  t —  £'  n'atteindra  jamais  un  angle  droit,  en  plus 
ou  en  moins ,  si  le  dénominateur  de  cette  fraction  est  constamment 
du  même  signe  que  Q ,  et  ne  devient  jamais  nul  ;  car  il  est  visible 
<ue  la  tangente  de  l'angle  droit  étant  infinie ,  ce  dénominateur  seroit 
ni,  au  passage  de  l'angle  <pt  —  mt — g't — €'  par  l'angle  droit.  Ré- 
'  coquement ,  on  voit  que  si  ce  dénominateur  changeoit  de  signe  , 
roit  par  zéro ,  ce  qui  rendroit  infinie ,  la  tangente  de  l'angle 
flou.  qui  deviendroit  alors ,  un  angle  droit  ;  ainsi  les  obser- 
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vations  faisant  voir  que  cela  n'a  jamais  lieu ,  il  en  résulte  que  le 
dénominateur  précédent  est  constamment  du  même  signe  que  Q  , 

et  qu'ainsi  Q  est  plus  grand  que  P  +  2P'.  \/ De  plus  l'angle 

p — ,mt  —  g't — G'  étant  toujours  très-petit,  suivant  les  observa- 
tions ,  il  en  résulte  que  les  quantités  P  et  P'  sont  très-petites  par 
rapport  à  Q  ;  or  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire ,  à  l'éehptique 
vraie  ,  est  égale  à  V s?  +  s/'  ;  cette  inclinaison  est  donc  à  très-peu 
près  constan  te  et  égale  à  Q  ;  ainsi  le  phénomène  de  la  coïncidence 
des  nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire ,  et  celui  de  la  cons- 
tance de  leur  inclinaison  mutuelle,  sont  liés  l'un  à  l'autre  ,  par  la 
théorie  de  la  pesanteur  ,"et  les  observations  qui  les  donnent  simul- 
tanément ,  confirment  admirablement  cette  théorie. 

Nous  avons  observé  dans  le  n°.  4,  que  relativement  cà  la  terre ,  les 
constantes  arbitraires  dépendantes  de  l'état  initial  de  son  mouvement 
de  rotation ,  sont  nulles ,  ou  du  moins  insensibles  parles  observations 
les  plus  précises.  On  voit  par  ce  qui  pi-écède ,  et  par  le  n°.  i5 ,  que  le 
même  résultat  a  lieu  pour  la  lune ,  et  il  est  naturel  de  penser  qu'il 
s'é  tend  à  tous  les  corps  célestes.  On  conçoit ,  en  effet ,  que  sans  les 
attractions  étrangères ,  toutes  les  parties  de  chacun  de  ces  corps , 
en  vertu  des  frultemens  et  des  résistances  qu'elles  opposent  à  leurs 
mouvemens  réciproques  ,  auroient  pris  à  la  longue  ,  un  état  cons- 
tant d'équilibre ,  qui  ne  peut  subsister  qu'avec  un  mouvement 
uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe  invariable;  les  observations 
ne  doivent  donc  plus  offrir  que  les  résultats  dûs  aux  attractions 
étrangères. 

18.  Voyons  ce  qui  résulte  des  recherches  précédentes  ,  relati- 
vement à  la  figure  de  la  lune,  A  et  B ,  sont  plus  petits  que  C ;  on  a 

B—A 

vu  dans  le  n°.  16,  que  B  est  plus  grand  que  JL x  et  que  — —  est 

compris  entre  les  limites,  o,  et  0,0015876;  enfin  nous  avons  trouvé 

dans  le  n°.  précédent ,  que        est  à  fort  peu  près  égal  à  0,000690 

tels  sont  les  résultats  des  observations  ,  relativement  aux  tr</ 
niomens  d'inertie  A,  B,  C.  Comparons-les  à  ceux  de  1» 
de  la  figure  du  sphéroïde  lunaire. 

En 
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En  substituant  pour  ^ ,  B ,  C,  leurs  valeurs  données  clans  le 
il".  2  ;  on  aura , 

B-A_  i5*.S.P.d.(ai.YW).dy..dw.(l—iS).cos.s»F 
C    ~~  S~Tr.S.p.d.a*        '  ' 

C—A  ioci.S.p.d.(a5.  YW).dy..dvr.  {('î— /^j.cos.»^ — 

A  '     8t  .S.p.d.a5  ' 

L'attraction  de  la  terre  sur  la  lune ,  influe  sur  la  figure  de  ce  satel- 
lite ,  et  l'alonge  dans  le  sens  de  l'axe  dirigé  vers  cette  planète.  Eu 
supposant  la  lune  recouverte  d'un  fluide  en  équilibre,  et  en  obser- 
vant que  la  terre  peut  être  supposée  dans  le  plan  de  son  équateur  ; 
en  prenant  enfin  pour  le  premier  méridien  lunaire  où  l'on  fixe 
l'origine  de  l'angle  ,  celui  qui  passe  par  le  premier  et  le  troisième 
axe  principal,  et  prenant  pour  unité,  le  premier  demi-axe  ;  on 
trouvera  par  le  n°.  29  du  troisième  Livre , 

^.S.?.d.(ctY^)  =  ±«v.Y^.S.?.d.a3 

+f-^*~T;-^.{ri-^;.cos.^-j},- 

g-  est  la  force  centrifuge  d'un  point  de  l'équateur  lunaire  ;  cette  force 
à  la  distance  rt  du  centre  de  la  lune.,  est  égale  à  grn  et  puisque  le 
mouvementde  rotation  de  la  lune,  est  égal  à  son  moyen  mouvement 

de  révolution  ,  on  aura  à  très-peu  près  ,  grt~      Nommons  k'  le 

rapport  de  la  masse  L  de  la  terre ,  à  celle  de  la  lune  ;  nous  aurons 

L  —  \  7t.k' .S.p.d.a3  ; 

on  aura,  cela  posé,  en  observant  que  par  le  n°.  52,  JT(a)  est  de  la 
forme  —  h.  (V —  \)  +  h""  .(1 — [S) .  cos.  2  tr , 

r  3  k'  } 

+  j  •  | * h""—      |  •  (1—     •  cos.  2«.$.p.d.  a3  ; 


'  n  aura  donc 

B—A 

C 

•  .  C-A 


i  A 


\  4r*  j   S.p.d.a*  ' 

M  r*  J  S.p.d.a* 


Mécam.  céjl.  Tome  IL  Aaa 
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Dans  le  cas  de  la  lune  homogène  ,  l'équation  (z)  donne 

en  comparant  cette  expression  ,  â  celle-ci  , 

a        =  *  h .  (\  —      +  a  A"" .  Ci  —  ,*»; .  COS .  2  *  ; 

on  aura 

25. v  , 

on  peut  observer  ici ,  que  *  h  +  a  h""  exprime  l'excès  du  premier 
demi-axe  principal  dirigé  vers  la  ferre  ,  sur  le  demi-axe  du  pôle , 
et  que  ah  —  a  h"" ,  exprime  l'excès  du  second  demi-axe  principal, 
sur  le  demi-axe  du  pôle  ;  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  ces  excès 
4o .  h'       i  o .  x' 

sont  et  -g-^T  ;  le  premier  est  donc  quadruple  du  second.  On 

a  dans  ce  même  cas , 

B-Â  C-A      5. k' 


C       4       '        A         rf  ' 
—  est  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune,  dont  nous  avons  pris 
le  demi-diamètre  réel ,  pour  unité  ;  et  suivant  les  observations ,  ce 

demi-diamètre  est  égal  à  2912",-  ainsil'onpeut  supposer  — — sin.2Qi2"j 

•  '  £r^>  y:   ■  (  ."  ■*  *">  .  «î-yio  11°, ci ■  ï>*'"|t t.'i\ ".   i','  *•  'î»* i 11 0  f  5*t  *ïu 

ce  qui  donne 

— — -  =  o.oooooo36i8.a'  /         -  =  o,oooooo4824. a' ; 

les  conditions  de  ^4  et  de  B  ,  moindres  que  C,  et  de  B  plus  grand 
que  sî ,  se  trouvent  alors  remplies.  Nous  avons  vu  dans  le  quatrième 
Livre,  que  les  phénomènes  des  marées  donnent  à-peu-près  >/  =  5g , 

B—A 

et  alors  la  condition  de  — — -  plus  petit  que  0,001 5564,  est  encore 

C—A 

remplie  ;  mais  la  condition  de  — —  égal  à  peu-près  à  o,ooo5gg  es 

A 

bien  loin  de  l'être ,  et  en  supposant  même  tî  =  1000  ,  eue  t.  1 
seroit  pas  ;  d'où  il  suit  que  la  lune  n'est  pas  homogène  ,  ou  quV 
est  éloignée  d'avoir  la  figure  qu'elle  prendroit,  si  elle  é*o;j 

Dans  le  cas  où  la  lune  formée  de  couches  de  dei.  5  .  -uules  , 
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auroit  été  primitivement  fluide,  et  auroit  conservé  la  figure  d'équi- 
libre qu'elle  a  dû  prendre  alors  ;  il  résulte  du  n°.  3o  du  troisième 
Livre,  que  le  rayon  du  sphéroïde  lunaire  est,  comme  dans  le  cas 
de  l'homogénéité ,  de  la  forme 

1  +<t.h.(j — y*)  +  }«.h.(i — fi*) .  cos.  2  £  ; 
et  alors ,  comme  dans  le  cas  de  l'homogénéité ,  l'excès  du  demi-  axe 
principal  dirigé  vers  la  terre,  sur  le  demi-axe  du  pôle,  est  qua- 
druple de  l'excès  du  second  demi-axe  principal ,  sur  le  demi-axe 
du  pôle.  L'équation  (i)  donne 


<th — 


j  a.  S .p  .d.(alh)       5  K 


S.p.d.a1  4rf 

On  a  vu  dans  le  n°.  cité,  du  troisième  Livre,  que  les  valeurs  de  h 
vont  en  augmentant  du  centre  à  la  surface,  tandis  que  les  densités 
vont  eu  diminuant ,  en  sorte  que  l'on  peut  supposer  à  la  surface  J 

S.p.d.(a'h)  ±=r  (î  — q). h. S.p.d.a5  ; 
q  étant  positif  ;  on  aura  ainsi 


*7i~ 


5   ,  .  S.p.d.a"  ' 

l—\.(l—q).- 


S.p .  d.  as 

Présentement  on  a  h""  —  |  h  ;  on  aura  donc 
B-A      -*-—'(T-  —  q)-S.p.d.a% 


C  S.p.d.a3 — q).S.p.d.as  * 
C-A  JT-(^—q)-S.p.d.a5 


S.p.d.ai-l.ti-qj.S.p.d.aï' 


i\  est  facile  de  voir  que  le  cas  de  l'homogénéité  est  celui  dans  lequel 
C-A 

■x  valeur  de  — —  est  la  plus  grande,  puisque  les  densités  diminuant 

centre  à  la  surface,  S.p.d.a3  est  plus  grand  que  S.p.d.a5,- 
i  .  uis  venons  de  voir,  que  la  lune  étant  homogène  ,  la  valeur  de 

~ 5  "  -'dérablement  moindre  que  suivant  les  observations  ; 


A 


a  a  2 
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la  lune  n'a  donc  point  la  figure  d'équilibre  qu'elle  auroit  prise  ,  si 
elle  avoit  été  primitivement  fluide. 

On  peut  imaginer  une  infinité  d'hypothèses  dans  lesquelles  les 
momens  d'inertie  ^,5,  C ,  satisfont  aux  conditions  précédentes  : 
sans  doute ,  les  hautes  montagnes  et  les  autres  inégalités  que  l'on 
observe  à  la  surface  de  la  lune ,  ont  sur  les  différences  de  ces  momens 
d'inertie,  une  influence  très-sensible  et  d'autant  plus  grande,  que 
l'applatissement  du  sphéroïde  lunaire  est  fort  petit ,  et  sa  masse , 
peu  considérable. 

1  g.  Il  reste  à  considérer  l'influence  de  l'action  du  soleil,  sur 
les  mouvemens  de  l'équateur  lunaire  ;  mais  sans  entrer  dans  la 
discussion  de  cette  action,  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'elle  est 
insensible.  Car  S  exprimant  la  masse  du  soleil ,  et  ?•"  sa  distance 

S 

moyenne  à  la  lune, ou  a  la  terre,  cette  action  est  de  l'ordre  -^j,-  elle 

est  donc ,  par  rapport  à  l'action  de  la  terre  sur  la  lune ,  dans  le 
S  L 

rapport  de  —  à  —  :  or  la  théorie  des  forces  centrales  donne  ce  rap- 

■  •     *t  .  . 

port  égal  au  quarré  du  temps  de  la  révolution  sydérale  de  la  lune , 

divisé  par  le  quarré  du  temps  de  la  révolution  sydérale  de  la  terre  , 

c'est-à-dire  ,  égal  à  7^  environ  ;  on  voit  donc  que  l'action  du  soleil 

sur  le  sphéroïde  1  unaire  peut  être  négligée  par  rapport  à  l'action  de 

la  terre  sur  le  même  sphéroïde. 
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CHAPITRE  III. 

Des  mouvemens  des  anneaux  de  Saturne  ,  autour  de  leurs 

centres  de  gravité. 

•lO.  En  traitant  de  la  figure  des  anneaux  de  Saturne  ;  on  a  vu  que 
chaque  anneau  est  un  solide  dont  le  centre  de  figure  coïncide  à-peu- 
près  avec  celui  de  Saturne,  mais  dont  le  centre  de  gravité  peut  et 
doit  se  trouver  dans  un  point  différent.  Ce  centre  tourne  autour  de 
la  planète ,  dans  le  même  temps  que  l'anneau  5  et  il  est  aisé  de  voir 
que  l'anneau  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité ,  dans  le  même 
temps ,  qu'autour  de  Saturne.  L'action  du  soleil  et  des  satellites  sur 
ces  anneaux,  doit  produire  dans  leurs  plans,  des  mouvemens  de 
précession,  analogues  à  ceux  de  l'équateur  de  la  terre,  et  cette 
action  étant  différente  pour  chacun  des  anneaux,  il  semble  que  ces 
mouvemens  doivent  être  différens ,  et  qu'ainsi  les  anneaux  doivent 
à  la  longue ,  cesser  d'être  à-peu-près  dans  un  même  plan ,  ce  qui 
paroît  contraire  aux  observations  :  car  quoiqu'il  ne  se  soit  pas 
encore  écoulé  deux  siècles ,  depuis  leur  découverte,  cependant  s'ils 
n'étoient  pas  assujétis  à  se  mouvoir  dans  un  même  plan ,  il  faudrait 
supposer  qu'ils  ont  été  découverts  précisément  à  l'époque  où  leurs 
plans  coïncidoient ,  ce  qui  est  bien  peu  vraisemblable;  il  existe 
donc  très-probablement,  une  cause  qui  les  retient  dans  un  même 
plan  fixe  ou  variable.  Mais  quelle  est  cette  cause?  sa  recherche  est 
l'objet  de  l'analyse  suivante. 

21.  Nous  pouvons  encore  ici  faire  usage  des  équations  ( D') 
du  n".  1.  Déterminons  les  valeurs  de  dN ,  dN'  et  d N",  relatives 
soit  à  l'action  de  Saturne  sur  un  anneau,  soit  à  l'action  d'un  astre 
éloigné  L.  Considérons  d'abord  l'action  de  Saturne ,  et  nommons  V, 
*a  somme  de  toutes  les  molécules  de  Saturne,  divisées  parleurs 
->s  respectives,  à  une  molécule  quelconque  dm,  de  l'anneau  j 
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soit  r  le  rayon  qui  joint  cette  molécule  au  centre  de  Saturne ,  et  y- , 
le  cosinus  de  l'angle  que  ce  rayon  forme  avec  l'axe  de  rotation  de 
Saturne.  Représentons  par 

1  +  *  jrw  +  «  Y W  +  uY^  +  &c. , 
le  rayon  du  sphéroïde  de  Saturne,  et  par  et  /  ,  le  rapport  de  la  force 
centrifugea  la  pesanteur,  à  son  équateur;  la  masse  de  Saturne  étant 
prise  pour  unité,  on  aura  par  le  n°.  55  du  troisième  Livre  , 

V  —  — 1  -+ — 77-  +  — ri — H  &c- 

cette  valeur  de  V ,  se  réduit  à-peu-près  à  ses  deux  premiers  termes, 
si  r'  est  un  peu  grand  relativement  au  rayon  du  sphéroïde  de  Sa- 
turne ,  pris  ici ,  pour  unité  de  distance.  D'ailleurs  ,  si  cette  planète 
est  un  sphéroïde  de  révolution ,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer , 
on  a  Y^  =  o,  Yw  =  o ,  &c;  ce  qui  rend  exacte,  la  réduction  de  V , 
à  ses  deux  premiers  termes  ;  on  peut  donc  supposer 

r  r'3 

La  fonction  Y^  se  réduit,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  2,  à  cette 
forme , 

=  h .  +  h"".(i—^) .  COS.  2  v. 

Si  Saturne  est  un  solide  de  révolution ,  h'"'  est  nul  ;  mais  dans  le  cas 
même  où  cette  quantité  seroit  comparable  h  h  ,  il  est  facile  de 
s'assurer  que  son  influence  sur  les  mouvemens  de  l'anneau ,  est 
insensible,  à  cause  de  la  rapidité  du  mouvement  de  rotation  de 
Saturne.  Nous  supposerons  donc  h""  ~  o ,  et  par  conséquent, 

~r  r'3 
«  h  étant  évidemment  l'applatissement  de  Saturne. 

Maintenant ,  x', y' ,  z ,  étant  les  coordonnées  de  la  molécule  dm., 
relativement  au  centre  de  gravité  de  l'anneau ,  on  a  par  le  n°.  5 


dN'   ~  -  \v'(dJ2\-,'(dZ\\. 


M"      «    ,       f   ,  /dV\        ,  fdV\\ 
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Pour  déterminer  V ,  nous  ferons  abstraction  de  la  largeur  de  l'an- 
neau que  nous  considérerons  ainsi ,  comme  une  ligne  circulaire 
d'inégale  densité  dans  les  diverses  parties  de  sa  circonférence ,  et 
dont  le  centre  est  à  très-peu  près,  celui  de  Saturne.  En  désignant 
par  X,  Y,  Z ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'anneau  , 
rapportées  au  centre  de  Saturne  ;  X+x',  Y+y'  et  Z+z,  seront  les 
coordonnées  de  la  molécule  dm,  rapportées  au  même  centre.  Si  l'on 
prend  pour  le  plan  des  x  et  des  y',  celui  de  l'équateur  de  Saturne, 
que  nous  supposerons  d'abord,  invariable  3  on  aura 

r'=V(X+x')*  +  (Y+yy  +  (z  +  z')  ;  v*=£±?L. 

T 

Nommons  xi}yt,  les  coordonnées  du  centre  de  la  circonférence  de 
l'anneau,  rapportées  au  centre  de  Saturne;  ces  coordonnées  étant 
supposées  assez  petites ,  pour  que  l'on  puisse  négliger  leurs  quarrés 
et  leurs  produits  par  n  ;  on  aura 


r  =  r 


,     xl.(X+x,)+yl  .(Y+y')  +  zt.(Z +*') 


r}  étant  le  rayon  de  la  circonférence  de  l'anneau;  si  l'on  observe 
ensuite,  que  l'on  a  par  la  nature  du  centre  de  gravité  de  l'anneau , 
f  x'  dm  —o;fy'  dm  =  o  ;f  z'  d m  =  o  ;  on  aura 

dN 


dt 
dN' 
dt 

dN" 
dt 


a  et.  (h  — 


2.  a,,  {h— fç'J 


.f x  z' .  dm  ; 
.fy' z  .dm. 


Concevons  que  l'inclinaison  9  du  plan  de  l'anneau  sur  le  pjan  de 
l'équateur,  soit  très-petile ,  en  sorte  que  l'on  puisse  négliger  son 
quarré,  ce  qui  revient  à  supposer  sin.  9  =  9  ;  cos.  9  =  1  ;  prenons 
ensuite  pour  l'axe  des  x  ,  l'intersection  même  du  plan  de  l'anneau 
avec  celui  de  l'équateur  de  Saturne  ;  cela  posé ,  les  valeurs  de  x ' }y '  ,z 
L.  ■>  n°.  26  du  premier  Livre,  deviendront 

x  —  x"  •  cos. 9 — ^".sin.  <p  j 
y  ==      sin.  ip  +y" .  cos.  <p  +  z" .  9  / 

z  =  z" — ^".9. cos.?  —  x".  9. sin. <p. 
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d'où  l'on  tirera  par  le  même  n°. 


dN 

— -  — o: 
dt 


T,  5 

f  '5  k  '  r, 


dt 

dN" 
dt 


dN  dN'  dN"  . 
Considérons  présentement  les  valeurs  de  —~~  ,  et  rela- 
tives à  l'action  d'un  astre  quelconque  Z-,  éloigné  de  l'anneau.  En 
nommant  X",  Y",  Z",  les  trois  coordonnées  de  cet  astre  ,  rappor- 
tées au  centre  de  gravité  de  l'anneau ,  et  parallèles  à  ses  trois  axes 
principaux  ;  et  r",  sa  distance  à  ce  point  ;  on  aura  par  le  n°.  5  ,  en 
rapportant  les  valeurs  de  dN,  dN'  et  dN"  aux  mêmes  coordon- 
nées , 

<iiV  3L 


dt  r'5 


.(B  —  A).X"Y"  ; 


**L  =  ZL.  (C  —  Jt) .  X"Z"; 
i^l=îlL.(C~B).Y"Z". 

dt        r"5  ^ 

Nous  pouvons  supposer  sans  erreur  sensible,  dans  ces  expressions, 
que  l'origine  des  coordonnées  X",  Y",  Z"  est  au  centre  même  de 
Saturne,  ainsi  que  l'origine  de  r".  Nommons  X,  Y' ,  Z  ,  les  coor- 
données de  l'astre  L ,  rapportées  au  plan  de  l'équateur  de  Saturne, 
l'axe  des  X'  étant  la  ligne  d'intersection  du  plan  de  l'équateur, 
et  de  celui  de  l'anneau  ;  on  aura  entre  X,  Y',  Z',  X" ,  Y',  Z  ,  les 
mêmes  relations  que  les  précédentes  entre  x',  y' ,  z' ,  x",  y' ' 3  z  ;  d  ou 
l'on  tire 

X"  =  X'.cos.?  +  if'.sïïi.P  —  8#.sin.'£i 
Y "  =  Y' .  cos .  <p  —  X' .  sin ,  p  —  8  Z' .  cos .  ?  ; 
Z"  =  Z'  +  *Y'  i 

et 
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et  par  conséquent , 

X"Y"  =  ^—  —  .sin.  2  <PJrX'Y'.cos.'x  a 

2  r 

—  9  Z'.  {Z'.sin.  2P  +  X'.  cos.  2  ?}  } 

X/7Z"=Z'r'.sm.?+Z'X'.cos.9+9.{^r/2-Z'V.sin.?+X'r'.cos.?}; 

r//2''=Z'r'.cos.?-Z'X.sin.?+0.{rr/2-Z";.cos.p-X/r'.sin.?}. 

Nommons  v  l'angle  que  le  rayon  r"  forme  avec  la  ligne  d'intersec- 
tion de  l'orbite  de  L ,  et  de  l'équateur  de  Saturne  ;  soit  4  l'angle  que 
l'intersection  du  plan  de  l'anneau  et  de  l'équateur  forme  avec  cette 
intersection;  et  6'  l'inclinaison  de  l'orbite  de  L,  sur  le  plan  de 
l'équateur  de  Saturne  ;  on  aura 

X'  =  r".  cos.  v.  cos.  4  —  r" .  sin.*>.  cos.  S',  sin.  4  ; 
Y'  =  /'.sin.*> .cos.  S'.cos.  4  +  //.cos.</.sin.4  j 
Z'  =  r" . sin.  v .  sin.  9' 

ce  qui  donne  en  négligeant  les  termes  dépendans  des  sinus  et  cosinus 
de  l'angle  v  et  de  ses  multiples ,  et  ceux  qui  dépendent  de  l'angle  ap, 
tous  ces  termes  restant  insensibles  par  les  intégrations , 
X"Y"  =  o- 


X"Z  "  =  —  .sin.S'.cos.S'.sin.O — 4  )  -f-  — - , 


{cos.2Ô'—  f.sin.*fl'}.siu.p 


 7-.  9. sin.1 9'. sin.  (p — z4)j 

Y"Z"  =  -Ç.3in.9'.co3.8'.cos.( <p— 4; +— .  { cos.'fl'—  '- .  sin.49'}  .cos.p 

 j-     sin."  fi',  cos.  (<p  —  2  4). 

On  aura  donc  par  Faction  de  l'astre  L, 

-=5Jl  fsin-fl'-cos-9'-s-i«-r^;+{cos.a9'-^sin.I9'}.5.sin.?) 

l  —  i«.  sin.2  fl'.  Sin.  4;  j>" 

"T  fsin-9'-cos-9'-cos-^-4;+{cos.29'-f.sin.s(S/).9.cos.?l 
dt     '*»  \  —  j9.sin.s9'.cos.C<p  —  ^4;  ]• 


Mj'ïcan.  cél.  Tb/?ze  JJ. 
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dp 
dt 


+ 


On  doit  observer  ici  que  ces  valeurs  de        et         se  rapportent 

dt  dt 

au  plan  même  de  l'anneau  ,  et  à  ses  axes  principaux  ,  au  lieu  que 
les  valeurs  précédentes  ,  relatives  à  l'action  de  Saturne,  se  rappor- 
tent au  plan  de  l'équateur  de  Saturne  ;  il  faut  donc  ,  en  substituant 
dans  l'équation  (B')  du  n°.  i,les  expressions  précédentes  relatives 
à  l'action  de  Saturne  ,  supposer  dans  cette  équation ,  sin.  8=8,  et 
cos.  9  =  1, à  cause  de  la  petitesse  de  9  dont  nous  négligeons  le  quarré; 

mais  en  substituant  dans  la  même  équation,  les  valeurs  précédentes 

dN'  dN" 

de  —  et  —  relatives  a  l'action  de  l'astre  L,  il  faut  supposer  aupa- 
ravant dans  cette  équation,  sin.  8=o,  cos.  9  =  x  ,  sin.  <p  =  o  ,  et 
cos.<p  =  i;  on  aura  donc,  en  réunissant  toutes  ces  valeurs, 

B-A\ 


dq  /C-B 
dt+\lF 


i*-(h—  W)  (C-B 


3\  . 

-1.9.  cos.  <p 


d, 

Je 


pq 


ZL    (C-B\  .  . 

+  \~T ) { Sin-  xos-  -cos-^-4;-ï 9.sin.49'.cos.r?-24;} ; 
^.(h-{-')  (A-C\  . 


,  sm .  <p 


ZL    (A-C\  f 
+  7^T-(  -jf  J.{cos.59'— £.sin.,9'}.9.sin.* 

ZL   /A—C\  ' 
+— -f  —  ).{sin.9^cos.9'.sin.('lp-4;-i.9.sm.!!9,.sin.('(p-24;}. 

t  et  q  étant  supposés  très-petits  ,  nous  pouvons  négliger  le  produit 
(B-A\  dp 

\~ç~  )'rcl->  ce  qui  donne —  =  o ,  ou  p  constant.  Nous  ferons  en-.' 
suite ,  comme  dans  le  n°.  17  , 

6 .  sin.  p  —  s;       9 .  cos.  tp  =  s'  ; 
ce  qui  donne  par  le  n°.  cité 
ds  . 
r  =  d~-PS  > 


ds' 
dt 
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En  substituant  ces  valeurs ,  clans  les  équations  différentielles  précé- 
dentes, en  q  et  r,  elles  deviennent, 
dds      /  C—B-A\       ds'  /C-À\ 

^+{—B-}p'-dF+{-T-y's 


a=  —  •  f  —  J .  { sin. S'. cos. 8 '.sin. (<p-4-)-  £ 8.sin.48'.sin.(V24- ) }  ; 

dds1      (C-B~A\       ds  /C-B\ 

^-\r-A-}p'd^{—y-s 

=  — — l{sin.8'.coa.8'.cos.('(p-4;-ï.8.sin.afl/.cos.^-a4;}  ; 


«*  étant  égal  à 

P  +  +--r^F-  {cos/8—  i.sin.'fl'}- 

Les  équations  précédentes  se  simplifient ,  en  observant  que  dans  le 
cas  présent ,  on  a  par  le  n°.  26  du  premier  Livre  ,  „  +  B  =  C,  ce 
qui  réduit  ces  équations ,  aux  suivantes ,  en  négligeant  dans  leurs 
seconds  membres,  les  termes  multipliés  par  8  ; 

—  +ts=  —  --^.sm.8  .cos.  8  .sin.  (<?  —  ■{); 
dds         ,  5L 

-^r  +  êi*=  — — .sin.8  .cos.8  .cos. 

Si  l'on  considère  l'orbite  de  L,  comme  invariable  ;  on  aura  par 
le  n°.  4 

dq>  —  d  4  =p  d t , 

et  par  conséquent 

<p  —  4-=pt+I, 

/étant  une  arbitraire  ;  les  équations  différentielles  en  s  et  s' donne- 


ront ainsi,  en  les  intégrant, 


3£     •  „, 
 -.sin. 8  .cos. 


»  =  M.aia.{tt+E)  —  .sin.  ; 


si    .  „, 
— —.sin. 8  .  cos.( 


s' —M'. cos  (tt+E')  -  _____  .cos.^— 4;,- 

Bbb  2 
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M,  E,  M',  E'  étant  quatre  arbitraires.  L'inclinaison  du  plan  de 
l'anneau  à  celui  de  l'équateur  de  Saturne,  est  égale  à  Vs^  +  s'*  ;  il 
faut  donc  pour  que  cette  inclinaison  reste  toujours  très-petite, 

— — .sin.9  .cos. 9 

que  M  et  M'  soient  très-petits ,  et  que  le  coefficient  ^   

soit  peu  considérable  ;  or  cela  n'auroit  pas  lieu ,  si  Saturne  étoit 
parfaitement  sphérique ;  car  alors,  onauroit, 

f—p>  =  £±j.  {cos.=â'_  i.sin/Ô'}  ; 

sin.  6'. cos.  6' 

et  le  coefficient  précédent  deviendroit,   — — r-^—— \i  îlseroit  par 

conséquent  très-sensible. 

Si  Saturne  est  applati ,  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation ,  ce 
coefficient  devient 

— — .sin. 9'. cos.  0' 

s  r  3 


supposons  que  L  soit  le  soleil ,  et  que  rt  soit  la  dislance  du  centre 
de  Saturne,  à  son  dernier  satellite;  nommons  T  la  durée  d'une 
révolution  sydérale  de  Saturne ,  et  T'  celle  d'une  révolution  sydé- 
rale  de  son  dernier  satellite  ;  la  masse  de  Saturne  étant  prise  poux- 
unité  ,  on  a  par  le  n°.  25  du  second  Livre 

ce  qui  change  le  coefficient  précédent,  dans  celui-ci, 
3r'5  /  T'y 

les  observations  donnent ,  le  demi-diamètre  de  Saturne ,  étant  pris 
pour  unité , 

T  =  io759'ou,s,o8  ; 

r,  =  59,154} 
ô'  =  35°. 


.sinJ'.cos.S' 
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nous  supposerons  ensuite  r/issa,  ce  qui  diffère  peu  de  fa  vérité  ;  on 
aura  ainsi ,  le  coefficient  dont  il  s'agit ,  réduit  en  secondes ,  égal  à 

o",ooi727 
a. (h — )  -{■  0,0000000039824 

On  voit  que  ce  coefficient  qui  seroit  très-considérable ,  si  a. .  (h — 
étoit  nul,  devient  très-petit ,  et  insensible,  lorsque  cette  quantité 
a  une  valeur  sensible.  Alors  ,  l'action  de  Saturne  retient  l'anneau  , 
toujours  à-peu-près  dans  le  plan  de  son  équateùr  ;  ainsi  les  divers 
anneaux  de  Saturne,  sont  jjar-là,  maintenus  dans  un  même  plan. 
Teile  est  donc  la  cause  de  ce  phénomène  qui  m'avoit  fait  recon- 
noître  le  mouvement  de  rotation  de  Saturne  ,  avant  que  l'observa- 
tion de  ses  taches  l'eût  fait  appercevoir. 

11.  Il  est  facile  de  voir  par  l'analyse  précédente,  que  l'action 
du  cinquième  satellite  de  Saturne  ne  doit  point  sensiblement  écarter 
d'un  même  plan  ,  les  divers  anneaux  de  cette  planète.  Quant  à 
l'action  mutuelle  des  anneaux  et  à  celle  des  satellites  de  Saturne , 
qui  se  meuvent  à  très-peu  près  dans  leur  plan  ;  il  est  visible  qu'elles 
ne  peuvent  pas  altérer  leur  coïncidence. 

Un  anneau  pouvant  être  considéré  comme  une  réunion  de  satel- 
lites; on  conçoit  que  l'action  de  l'équateur  de  Saturne  qui  maintient 
dans  son  plan ,  ceux  de  ses  divers  anneaux,  doit  par  la  même  raison, 
maintenir  dans  ce  même  plan ,  les  orbites  des  satellites ,  situées  pri- 
mitivement, dans  ce  plan.  Réciproquement,  si  les  divers  satellites 
d'une  planète,  se  meuvent  dans  un  même  plan  fort  incliné  à  celui 
de  son  orbite  3  on  peut  en  conclure  qu'ils  y  sont  maintenus  par 
l'action  de  son  équateur,  et  qu'ainsi  cette  planète  a  un  mouvement 
de  rotation ,  autour  d'un  axe  à-peu-près  perpendiculaire  au  plan 
des  orbites  de  ses  satellites.  On  peut  donc  affirmer  que  la  planète 
Uranus  dont  tous  les  satellites  se  meuvent  dans  un  même  plan 
presque  perpendiculaire  à  l'écliptique,  tourne  sur  elle-même  autour 
d'un  axe  très-peu  incliné  a  l'écliptique. 

Les  termes  de  l'expression  de  S  qui  dépendent  des  actions  du  soleil 
•t  du  dernier  satellite  de  Saturne,  étant  insensibles,  et  les  dimensions 
•  l'anneau  n'entrant  point  dans  les  autres  termes  ;  il  est  clair  que  si 
vs  anneaux  concentriques  sont  fixement  attachés  ensemble, 


1 
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et  se  meuvent  à-peu-près  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Saturne , 
l'action  du  soleil  et  du  dernier  satellite  ne  les  en  écartera  pas  sensi- 
blement; ainsi  ,  ce  résultat  que  nous  avons  trouvé  pour  un  anneau , 
en  faisant  abstraction  de  salargeur,  a  également  lieu  pour  un  anneau 
d'une  largeur  quelconque. 

La  seule  partie  de  l'expression  de  ô ,  qui  puisse  être  sensible , 
dépendant  de  coefficiens  arbitraires ,  et  étant  indépendante  de  laposi- 
tion  de  l'équateur  de  Saturne ,  relativement  à  son  orbite  et  à  celle 
de  son  dernier  satellite  ;  il  en  résulte  que  cet  équateur  dans  le  mou- 
vement très-lent  que  l'action  du  soleil  et  de  ce  satellite  lui  imprime, 
emporte  avec  lui,  les  plans  de  ses  anneaux  et  des  orbites  des  satelli- 
tes ,  primitivement  situées  dans  ce  plan.  C'est  ainsi  que  nous  avons 
vu  dans  le  n°.  J7 ,  que  le  plan  de  l'écliplique  dans  son  mouvement 
séculaire,  entraîne  les  plans  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire,  de 
manière  à  rendre  constantes,  l'inclinaison  mutuelle  d<  ces  trois 
plans,  et  la  coïncidence  de  leurs  intersections. 


FIN  DU  TOME  SECOND  ET  DE  LA  PREMIÈRE  PA  IE. 


